Premier Probléme.

On veut établir le résultat suivant :

On prend un triangle (ABC') isocéle en C' (BC = 1) et trois points Ay, By, Cy pris sur chaque coté a méme
distance m des sommets. Si le triangle (A1 B1C1) est équilatéral, alors (ABC') l'est également.

On construit sur une droite fixée les points B, C' et A; avec BA; = m. A tout point B; du demi-cercle de
centre C' et de rayon m, on associe le point A de la demi-droite [C'B;) tel que CA = 1. On construit si c’est
possible le point C} du segment [AB] tel que AC; = m.

On note 0 = B/C\Bl

Nous avons déja vul que la fonction 6 — Aj By est strictement croissante sur [0, 7] quelle envoie sur [|1 —
2m|, 1].

La fonction 6 — B;C; n’est définie qu’a la condition que AB > m autrement dit lorsque sing > . Son
ensemble de définition est donc [2arcsin 7, 7].
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B,C) = BiA+ AC| est d’affixe € (1 —m) — mie'z = e's (ei% (1—m)— mz) .

On a en raccourcissant un peu les calculs.

B1Cy? = (ei% (I—m)— mz) (e_ig (1—m)+ mz) =2m(m —1)(1 +sin g) + 1.

0
Et la dérivée de cette fonction en 6 est m(m — 1)(cos 5) < 0, donc la fonction est strictement décroissante

sur son intervalle de définition.
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Pour calculer la valeur v il faut placer C7 en B. Le point Bj se trouve alors en 3. On a v = A1 0.
On a alors

mettre la référence



— Premier cas : m < %

,u:ClBlzBﬁ>u.

— Second cas : m > %
Les distances A0 et B sont respectivement
Ime® — 14+ m| = |z +m| et |me?s — 1] = |z|.
Comparer leurs carrés revient a calculer

A18%=BB* = m*+m(z+%) = m (m + 2 (mcosfs — 1)) .

Or

2

2
cos 3 = cos (2 arcsin %) =1-2 (sinarcsin %) = 1—%.

Ainsi
A 3?—Bp%=m (3m —m>— 2) = —m(m—|—2)(m—1)2 <0.

Finalement, 1& encore pu > v.

La fonction continue et strictement croissante
A1By — B1(Cy réalise donc une bijection de
[2arcsin 7§, 7] sur [v — p,2m] qui contient 0. I
existe donc un unique cas qui rend le triangle
(A1 B1Cy) isocele. Nous connaissons bien cette
situation qui correspond a prendre § = % et donc
(ABC) équilatéral. On peut alors remarquer que
le troisiéme coté du petit triangle (A1 B1Cq) est
donc nécessairement égal au deux autres. Sur
le dessin ci-contre on a tracé les courbes des
trois cotés, et I'on vérifie ainsi expérimentale-
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ment qu’elles concourent.




