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Enseigner le logarithme et ’exponentielle
avec Cabri

En liaison avec une nouvelle approche de
la dérivation et la primitivation

Jean-Jacques Dahan et Roger Cuppens
Groupe de recherche de "géométrie dynamique
IREM de Toulouse.

Les nouveaux programmes de Terminale Scientifique demandent
d’introduire I'exponentielle avant le logarithme, ce qui semble créer
probleme a nombre d’enseignants. Dans un article qui vient de pa-
raitre dans le Bulletin Vert de TAPMEP, Roger Cuppens montre que
I'utilisation de logiciels comme Cabri-Géometre fournit une méthode
expérimentale permettant d’introduire simultanément le logarithme et
I'exponentielle. Mais cette méthode suppose que les éléves soient fami-
liarisés avec une notion intuitive de tangente a une courbe. Dans cet
article, reprenant des idées de Jean-Jacques Dahan, nous proposons
une méthode pour introduire cette notion avec Cabri.

I LES NOTIONS DE MODELE ET DE MODELISATION

I.1 L’abstraction

Le processus intellectuel qui permet d’aller du concret a I'abstrait,
celui qui permet a la pensée de se détourner de toute considération
concrete est ce que 'on nomme usuellement ’abstraction. Plus précisé-
ment, on peut définir abstraction comme "l’attitude opératoire qui de-
vrait permettre a lesprit scientifique de déterminer expérimentalement
un ensemble de rapports constants entre des faits pour en abstraire in-
ductivement une loi".

L’abstraction dans le sens que nous avons rappelé ainsi que dans les
autres qui pourraient étre acceptés est donc "un travail formel structu-
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rant le donné selon quatre opération mentales bien distinctes : simplifi-
cation, généralisation, sélection, schématisation. Celles-ci correspondent
a quatre processus de cognition : idéation, conceptualisation, classifica-
tion, modélisation".

L'ultime processus intervenant dans l'abstraction est donc la mo-
délisation : ce mot apparait avec le verbe " modéliser " seulement en
1975 ; ce verbe a été créé pour donner au verbe modeler un sens spé-
cifique en relation avec I'’emploi didactique en sciences de la notion de
modele. Notons que le verbe anglais "to model” et le nom "modelling"
apparaissent dans ce sens en 1965.

1.2 La notion de modéle

Ce mot sous sa forme "modelle" (1542) est un emprunt fait par le
langage des arts au mot italien "modello" (figure destinée a étre re-
produite) lui-méme issu du latin tardif "modellus"”, altération du latin
"modulus" (module, moule).

Dans un premier sens un "modele" serait "un systéme représentant
les structures essentielles d’'une réalité". Le mot anglais "model” est
attesté dans ce sens des 1913 (Niels Bohr); 'emploi en francais ayant
di suivre peu apres.

Ce mot a donc eu pendant tres longtemps le sens de "ce qui sert
d’objet d’imitation pour faire ou reproduire telle ou telle chose".

Plus tard ce terme a pris dans la méthodologie des sciences un sens
dont l'origine est technologique : 1a, le modele est la maquette, objet
réduit et maniable qui reproduit sous forme simplifiée les propriétés
d’un objet de grandes dimensions. Le modele désigne donc " toutes les
figurations ou reproductions qui servent les buts de la connais-
sance'.

Si on se réfere a Noél Mouloud (Encyclopedia Universalis), le mo-
déle remplit deux fonctions majeures que 'on va retrouver dans la
suite :

" Il peut étre une matérialisation des énoncés de la
science dans un objet concret, presque autonome, que
Uintuition ou la pensée ont des facilités pour cerner’.

"Il peut étre aussi une transcription abstraite mais contro-
lée par la pensée logique et mathématique, d’une réa-
lité concrete, empirique, dont ’étude directe ne donne-
rait que des relations approximatives'.

1.3 La modélisation

La modélisation est d’abord l'opération consistant a créer un mo-
dele. Elle peut aussi désigner l'utilisation d'un modéle pour aider a
comprendre ou étudier des situations mathématiques complexes. Elle
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peut permettre comme la suite le montrera de prévoir ou aussi de dé-
couvrir.

II LA DEMARCHE QUASI-EMPIRIQUE PROPOSEE POUR
L’ENSEIGNEMENT DU LOGARITHME ET DE LEXPONEN-
TIELLE

Le point de départ de Roger Cuppens que nous résumons ici est le
suivant : Nous ne pouvons ignorer que les fonctions logarithme et ex-
ponentielle sont des objets que 'on peut découvrir sur les calculatrices
avant méme que celles-ci soient abordées dans le cursus scolaires. Il se
propose de partir des courbes affichées par les calculatrices et de les
traiter comme des objets d’expérimentations, c’est-a-dire de les explo-
rer pour leur faire dire leurs secrets mathématiques.

La démarche qu’il suit est une démarche qui est typiquement une
démarche quasi empirique car elle consiste :

— A supposer d’abord qu’il existe réellement deux fonctions dont les
courbes sont affichées par la calculatrice graphique ou mieux le
logiciel Cabri.

— A explorer ensuite géométriquement ces courbes pour découvrir
(dans le sens de conjecturer) le maximum de propriétés qu’elles
posseédent nécessairement.

— A vérifier enfin qu’on peut construire expérimentalement des fonc-
tions vérifiant certaines de ces propriétés et que ces fonctions
coincident avec celles dont les courbes sont affichées par la cal-
culatrice ou Cabri.

Nous allons présenter une partie de cette démarche dont I'intégra-
lité pourra étre consultée dans I'article de Roger Cuppens cité dans I'in-
troduction. Méme si nous prenons quelques libertés sur la forme, nous
respectons entierement l'esprit dans lequel Roger Cuppens a concu
cette approche.
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II.1 Visualisation d’'une symétrie. Conséquences

exp(x)
M
exp(In(x))
In(x)
In(x) / m///
A
In(x) X

fig 1: Les courbes de l'exponentielle et du logarithme népérien.

¢ Laffichage dans Cabri des courbes des fonctions In et exp (obtenu

en appliquant les expressions "In(z)" et "exp(x)" sur les axes) per-
met de conjecturer leur symétrie par rapport a la premiere bis-
sectrice. Cette conjecture peut étre validée ainsi : On trace cette
premieére bissectrice (par exemple en tracant la droite passant par
lorigine et le point de la grille de coordonnées (1;1)). On place un
point m sur la courbe de In. On construit son symétrique M par
rapport a la droite tracée. On constate enfin que ce symétrique
appartient a la courbe de exp (constatation de superposition donc
validation perceptive).

> En supposant vraie cette symétrie, on peut en utilisant les défini-

tions de courbes représentatives de fonctions (la courbe de In est
Pensemble des points de coordonnées (u,In(u)) et la courbe de exp
est 'ensemble des points de coordonnées (v;exp(v))) arriver a la
conjecture exp(In(z)) = x pour tout z strictement positif. On uti-
lise sur la figure précédente la symétrie des rectangles s’appuyant
sur les axes et admettant respectivement comme diagonales [Om]
et [OM]. On peut valider cette conjecture sur un autre fichier en
affichant d’abord la courbe de la fonction exp(In(x)), en placant un
point V sur la courbe obtenue, en affichant les coordonnées de ce
point et en remarquant enfin que ces coordonnées sont toujours
égales.
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y

exp(In(x))

(2,17;2,17)

Validation de la conjecture

fig 2.
¢ Une expérimentation analogue, permet de déduire de 'hypothése

de symétrie des deux courbes fournies par le logiciel que exp(In(z)) =
x pour tout x réel.

> Une démarche expérimentale du méme type permet de retrouver
toutes les propriétés classiques des fonctions In et exp (y compris
In(ab) = In(a) + In(b))

II.2 Autres expérimentations menant a la validation de P’exis-
tence des fonctions In et exp proposées par la calculatrice
ou 'environnement Cabri

Parmi les propriétés découvertes expérimentalement, il y en a cer-
taines qui sont cruciales dans 'approche proposée, ce sont les proprié-
tés vérifiées par les fonctions dérivées respectives des fonctions log et
exp de la calculatrice. Le paragraphe suivant va montrer comment une
approche de la notion de tangente a une courbe dans ’environnement
Cabri et donc corrélativement de la notion de dérivée permet de dé-
gager expérimentalement ces propriétés (équations différentielles vé-
rifiées par log et exp respectivement avec évidemment des conditions
initiales a préciser)

III MODELISATIONS DE LA TANGENTE A UNE COURBE

III.1 De la réalité sociale a la modélisation de la notion de
tangente

Les Professeurs de physique qui sont souvent confrontés a I'intro-
duction de notions pour lesquelles leurs éleves ont des représentations
concretes dues a notre environnement social s’appuient sur celles-ci
comme point d’ancrage de leur monstration expérimentale.
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On peut utiliser une telle technique en mathématiques pour mon-
trer comment le Professeur qui a en téte la notion de tangente a une
courbe comme limite de sécantes peut amener ses éleves a adhérer
a cette représentation en partant de leurs représentations naives qui
sont essentiellement :

— Soit "La tangente c’est quelque chose qui colle a la courbe”

— Soit : "Pour un cercle la tangente est obtenue par une construction
connue dépendant du point de tangence mais aussi d’'un autre
point bien particulier, le centre ce qui n’est pas le cas pour les
autres courbes”

L'approche du probleme au

tableau avec comme outil

d’expérimentation, la regle

permet, a la figure 3, grace P
a une phase dialoguée, d’ob- B\ /

tenir pour chaque point de \ ] x
la courbe une position de
la regle qui va permettre
de visualiser le concept naif

d’'une "droite qui colle a la
courbe”

fig 3.

L'exemple du cercle pour lequel on connait une procédure instru-
mentale précise de tracé de tangente permet de s’appuyer sur les connais-
sances de ’éleve Nous présentons donc une procédure monstrative dia-
loguée qui permet pour le cercle de faire émerger un modéle pouvant
étre généralisé aux courbes de fonctions.

On commence donc par le tracé d'une tangente a un cercle :
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La figure4 est un objet ma-
tériel obtenu de maniere
mécanique. La mise en place
des instruments dans la fi-
gure 5 va aider a franchir la
frontiere concret/abstrait, ce
qui est réalisé dans la troi-
sieme figure6 codée de fa-
con a n’en retenir que la pro-
priété mathématique carac-
téristique (la tangente en un
point M d'un cercle est la
droite perpendiculaire en M
au rayon vecteur FM ou F
est le centre du cercle).

fig4.

L'environnement Cabri va
maintenant permettre de
mettre en évidence deux
propriétés vérifiées par 'en-
semble des tangentes a une
courbe donnée (dans une
zone ou la concavité reste
la méme). Ces propriétés,
conditions nécessaires pour
qu'une droite soit tangente
a la courbe donnée vont
constituer des techniques
pour juger de la qualité d'un
modele de tangente.

fig 6.
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ITI.2 Une premiére expérimentation sur le cercle conduisant
a un premier instrument de validation d’'un modele de
tangente

Lorsqu’on dispose de cette
tangente, on en demande
son lieu quand le point de
contact varie et on obtient

la figure de droite. Sur la fi- s.,..
gure7 on constate, que les Egi..
tangentes collent bien a la W
courbe, dans le sens ou ,’0:0:0:
elles T'enveloppent exacte- sﬁ\ 'ﬁ":ﬁ“
SN /438
ment (le verbe envelopper .EE\\\\ /‘;‘f“
étant utilisé ici dans un sens lii:\:i;\\‘\\ /”/,;:;t:ﬁiii“
nai). eSS
Notons qu’on a représenté le -“‘““::’::“‘":....ii
lieu des tangentes avec op- "”’ QQ‘.‘.‘

tion de "tracé de lieux sans
enveloppe". fig7.

Instrument de validation 1 d’un modele de tangente

Un premier instrument qui validera une construction de tan-
gente a une courbe comme un bon modéle sera celui qui consis-
tera a demander I'enveloppe des droites proposées comme tan-
gentes quand le point de contact varie sur une partie de la
courbe a concavité fixe et a observer si 'ensemble des droites
obtenues enveloppent bien la courbe de départ. La qualité de
I'enveloppement obtenu nous permettra d’apprécier la qualité
du modele.
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ITI.3 Une seconde expérimentation sur le cercle conduisant
a un second instrument de validation d’'un modele de
tangente

Ici on a commencé par ca-
cher le cercle. On a en- M
suite réglé l'option de tracé
de lieux sur l'option "enve-

loppe”,

On redemande ensuite le . M
lieu des tangentes quand le
point de contact varie pour
obtenir ’enveloppe "mathé-
matique" qui est confondue
avec le cercle de départ.

fig 9.

Instrument de validation 2 d’un modele de tangente

Un second instrument qui validera une construction de tan-
gente a une courbe comme un bon modéle sera celui qui consis-
tera a demander I'enveloppe des droites proposées comme tan-
gentes quand le point de contact varie sur une partie de la
courbe a concavité fixe et a observer si 'enveloppe obtenue se
superpose bien a la courbe de départ. La qualité de la superpo-
sition obtenue nous permettra d’apprécier la qualité du modele.

ITI.4 Utilisation des instruments de validation pour tester
des modeles de tangentes a un cercle

Nous choisissons comme modele de tangente en un point M une sé-
cante (MN) ou la distance MN est pilotable dans Cabri . Nous allons
tester ce modele pour voir qu’il est bien invalidé par nos instruments
de validation Ensuite, en modifiant le parametre distance des deux
points de la sécante nous allons voir comment I'invalidation changeant
de forme, nous allons étre conduits a accepter des modeles issus de ce-
lui initialement proposé.
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fig 10.

Le modele proposé sur la fi-
gure 10 est invalidé par la
figure 11, a droite (utilisa-
tion de I'instrument de vali-
dation 1) mais la proximité
de I'enveloppe apparaissant
a l'intérieur du cercle nous
incite & diminuer la distance
MN pour voir dans la figure
de droite le modele cette fois
validé par cet instrument de
validation du moins de ma-
niere perceptive.
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fig 13. fig 14.

Le second instrument de validation invalide encore ce modele sur
la figure 13 et la méme manipulation que précédemment nous montre

que le modele peut encore étre accepté pour une valeur de MN égale a
1.
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III.5 Monstration du modéele avec ses validations

Si, a ce stade on dispose de la courbe d’'une fonction et si on de-
mande a I’éleve de représenter la régle qui sera utilisée sur une page
Cabri ou il dispose de la courbe en question avec un point mobile sur
celle-ci avec comme consigne que le déplacement du point sur la courbe
entraine la réactualisation du tracé de la droite qui colle a la courbe, le
choix du positionnement d’'un second point de cette ligne entrainé par
le premier apparait naturellement. Le réle du Professeur dans le choix
d’'une monstration expérimentale (Joshua) va consister a proposer
ou faire proposer le modele des sécantes, 'adapter en remplacant la dis-
tance MN par le classique h et le valider avec les outils implicitement

mis en place pour faire adhérer au plus vite ’éleve au modele proposé.
b

Voici donc figure 15 le matériel qui
va étre utilisé pour la monstration.
La regle est pilotée par le point P
qu’on peut tirer sur la courbe de la
fonction f(z) = 0.52% La regle est P

dirigée de P a P; ou P; est le point O\ pL I
de la courbe d’abscisse décalée de NN
h (donné et modifiable) par rapport a  p|\p+h b

a I’'abscisse de P.Les premieres ma-
nipulations consistent a évaluer la
pertinence visuelle du collage a la
courbe pour de telle regles-droites.

fig 15:

D’autres manipulations faites par le Professeur, comme celle faites
ci-dessous permettent de montrer que h est comme MN un parameétre
réglable dont les modifications sont instantanément visualisés avec su-
perposition des registres numériques et synthétiques.
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Lactivité en classe se situe dans une phase de monstration

participative.
Fichiers qui suivent

Dans ce fichier, on peut prévoir par
analogie avec ce qu'on a observé
pour le cercle que cette regle ne va
pas coller a la courbe. On peut le
valider dynamiquement et visuelle-
ment en déplacant la regle. C’est le
moment de tester nos instruments
de validation. C’est ce que l'on fait,
dans le fichier suivant en animant
(cf. fig. 17) la regle apres avoir ac-
tivé sa trace.

Précision = h

Abscisse de P = p
(-1,48; 0,00)

=

X p+h i x >

fig 17:

Précision = h Abscisse de P =p

21 (-1,46; 1,86e-16 )

a )4 p+h b

fig 16:

Deux courbes apparaissent natu-
rellement qui marque les courbes
auxquelles collent notre regle qui
ne sont pas visiblement les bonnes,
la seconde étant une courbe para-
site dans notre processus de va-
lidation ou d’invalidation. On est
donc amené a faire réapparaitre la
droite cachée PP, sur laquelle s ’ap-
puyait notre regle. C’est sur elle
que l'on va faire opérer nos instru-
ments de validation.
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Utilisation du premier instrument de validation

Précision = h
2,1

Abscisse de P=p
(-1,88; 0,00)

1
9% x

fig 18.

Ip+h b

AN

Rrécision =h

1

% =

V4

fig 19.

On se rend compte naturellement que ces sécantes ne collent pas a
notre courbe. Quand par la suite on diminue la valeur de h, on s’aper-
coit que nos sécantes collent d’autant mieux a la courbe que h dimi-
nue. Dans le cas qui nous occupe, il suffit d’atteindre la valeur 0.5 pour
que nos sécantes puissent étre considérées comme des droites collant
a notre courbe au sens naif (il y a du visuel et du concret dans cette

pseudo-superposition).

Précisions

fig 20.

Abscisse de “
Wy

(-1,8 /

Abscisse de /£

7

fig21.
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Utilisation du second instrument de validation

y b
\ Abscisse de P = p Précision =h Abscisse de P = p
Précision = h (-1,87; 0,00 1,5 (-1,87; 0,00)

2,1

p

fig22. fig23.

Cette seconde validation (fig. 23) utilisant I'outil "lieu" de Cabri (avec
Poption "enveloppe" activée), donne lieu au méme type de remarque.
Une différence notoire pour un observateur attentif, la courbe enve-
loppe ne se superpose pas exactement a la courbe de départ méme si
on I'a vue se lover progressivement dans la courbe de départ.

Si on continue a diminuer la valeur de h, ce défaut disparait a partir
de 0.01 et la validation devient satisfaisante.

Les modeles possibles

A ce stade de I'expérimentation, on pourrait adopter comme modéle
de tangente a une courbe en un point, la sécante telle que définie plus
haut avec h = 0.01 et valider ce modele en changeant de fonction ce
qui est aisé a faire dans Cabri 2 Plus en changeant tout simplement
Pexpression autant de fois que ’on veut. Et notre expérimentation
monstrative participative va devenir une expérience d’affinement d'un
modele grossier qui nous a servi de point de départ.

Notion de dérivée

On peut définir a ce stade la notion de dérivée comme coefficient
directeur de la tangente

Dérivation formelle des fonctions du second degré avec ce mo-
dele

Q est le point ayant méme abscisse que P et pour ordonnée le coef-
ficient directeur de notre tangente. Le lieu des points Q qui apparait
semble étre un segment (figure 24).

Cette conjecture est validée en demandant a Cabri I’équation de ce
lieu. On obtient y = z (figure 25).
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y y
Précision =h 0.5%x"2
0,01
321
y=x
Pl
Q
—_— | 1 -5
a P, b
Q
fig 24. fig 25.

Dérivation formelle d’autres fonctions polynomiales

On voit apparaitre sur le fichier précédent ’expression de la fonction
de départ donnée dans le registre analytique accouplée a la fonction dé-
rivée, elle aussi obtenue dans le registre analytique. Cette présence si-
multanée permettra d’expérimenter avec diverses autres fonctions (en
particulier les fonctions du second et du troisieme degré ou les fonctions
trigonométriques) soit pour découvrir des formules de dérivations soit
pour les valider suivant le moment ou cette expérience est menée dans
la progression en classe.

Retour a ’exploration des fonctions log et exp

On peut utiliser la modélisation précédente pour faire afficher les
tangentes aux courbes des fonctions In et exp fournies par nos environ-
nement technologiques. On essaie de découvrir le lien entre les coor-
données d'un point de I'une de ces courbes avec la pente de la tangente
en ce point.
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On constate qu’en chaque point V
de la courbe de la fonction exp,
il semblerait que l'ordonnée de ce
point soit proche de la pente de
la tangente de la courbe en V.
Ceci s’interprete de la maniére sui-
vante :

Si la fonction In programmée sous
le non de fonction exp existe réel-
lement alors elle devrait vérifier
I'équation différentielle

y =Y

Dans ce cas, on peut observer que
lorsque I'abscisse de V est proche
de 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 4, 5, la pente de
la tangente est proche respective-
ment de 1, 0.66, 0.5, 0.4, 0.33, 0.25,
0.2. Cela nous mene a la conjec-

ture :
!

y =
x

Cette conjecture peut étre validée
en calculant 'inverse de I’abscisse
de V et en constatant que le résul-
tat obtenu est toujours voisin de la
pente de la tangente en V.

0,01 exp(x)

Pente en V : 1,80

V(0,60; 1,82)

fig 26.
0,1 Pente en V : 0,20
In
! V(4,99; 1,61)
P
fig27.
0,1 Pente en V : 0,31

1/xV = 0,31

V(3,23; 1,17)

fig 28.
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IV MODELISATIONS DES COURBES PRIMITIVES

Présentation du probleme :

Une fonction étant donnée de maniere algébrique, c’est-a-dire par
son expression formelle dans Cabri, le probleme que 'on propose de
traiter est celui de la détermination expérimentale des courbes des
fonctions admettant la fonction donnée comme dérivée. En réalité, la
démarche proposée est celle qui va mettre en évidence un modeéle Pm
qui va fonctionner d’autant mieux que m se rapprochera de 0; ce mo-
dele sera encore mis en évidence grace a des expérimentations sur le
cercle qui a été dans le paragraphe précédent la courbe de référence
pour créer nos modeles de tangentes a une courbe.

Tracé point par point d’un cercle a partir de 'un de ces points :

La monstration qui va étre pratiquée ici va avoir pour but de mon-
trer qu’il est possible a partir d'un point d’un cercle de déterminer une
séquence de points se déduisant les uns des autres, qui permettent
d’approcher ce cercle. Cette suite récurrente de points sera détermi-
née par son premier point U, et une relation de récurrence entre U, et
U,+1 qui dit comment construire Un+1 connaissant Un. Cette construc-
tion in fine ne doit dépendre que de la connaissance d'une propriété
caractérisant la tangente en Un, laquelle devra étre indépendante du
centre du cercle et dépendre du coefficient directeur de cette tangente.
Le parameétre dont va dépendre la précision du modele et permettant
de trouver le meilleur tracé est de par son existence (avec la possibilité
de le modifier en direct dans le champ expérimental), une différence
essentielle avec 'équivalent expérimental en Physique ou on ne peut
imaginer au cours d’'une expérience monstrative mettre en évidence
un modele que les réglages expérimentaux peuvent affiner du moins a
cette vitesse.

uout = 2,5 uout = 0,3

U1

uo

fig 29. fig 30.
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La figure 29 montre que si on construit a partir du point U, donné
sur notre cercle un point U; sur la tangente en U, et a la distance 2.5,
le point U; n’appartient pas du tout au cercle. Si on observe la figure 30
ou on a diminué la distance UyU; jusqu’a 0.3, on constate que le point
U, al’air d’étre situé sur notre cercle visuellement et sur la page Cabri ;
c’est que nous propose cet environnement dont nous savons néanmoins
que c’est théoriquement faux.

C’est un saut dans le registre synthétique utilisant la définition du
cercle et la distance d’un point a une droite qui permet de I'imaginer.

On peut se demander si on applique a U; la construction qui a per-
mis de passer de U, a U, si cette construction va nous donner un point
Us qui va encore étre (apparemment) sur notre cercle de centre et de
rayon donné. Sous Cabri, il suffit d’enregistrer cette construction sous
la forme d'une macro qu’on va appliquer a U; puis a U, pour voir si
notre construction permet de maniere récurrente de retrouver le cercle
que nous cherchons a tracer.

Notons que si la macro construction posséde le centre du cercle
comme objet initial, elle peut ne pas dépendre effectivement de la connais-
sance de cette donnée car elle utilise une rotation de ce centre F autour
de U, d’angle -90° (transformant F en U,) et d'un report de la mesure
2.5 sur la demi-droite [Uj ; F). Cette construction a partir de U; peut ne
dépendre en réalité que de la connaissance de la pente de la tangente
en U,. C’est justement a cause de cela que cette construction va nous
intéresser.

Regardons ce qui se passe quand on détermine notre suite récur-
rente de points en appliquant la macro construction mise au point.

Regardons ce qui se passe quand on détermine notre suite récur-

rente de points en appliquant la macro construction mise au point.
p=0,15cn}__.__...........__.___
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La chaine obtenue en appliquant un grand
nombre de fois la macro permet de coller
de plus en plus au cercle attendu. La pré-
cision du tracé est d’autant meilleure que
le parametre du modele, la distance d’'un
point au point suivant de la récurrence, se
rapproche de 0.

On peut a ce stade final de la monstration faire adhérer le public a la
plausibilité du modele mis en évidence pour tracer une chaine de points
d’une courbe connaissant un point de cette courbe et la construc-
tion de la tangente en tout point de cette courbe.

Viabilité du modele pour le tracé d’'une courbe de fonction connais-
sant sa dérivée Le fichier Cabri de base :

Voici pour commencer un fichier a faire construire par les éleves
qui montre comment a partir d'un point U, du plan supposé appar-
tenir a la courbe d’'une fonction admettant pour dérivée 2z (formule
éditée et modifiable dans la page Cabri), on peut construire le point
U, se trouvant sur la tangente a cette courbe inconnue a une distance
donnée mais modifiable de U, et a droite de U,. Ce point U; sera un
point de la chaine supposée modéliser cette courbe inconnue. Une ma-
cro construction permettra de construire la chaine point par point.

D est un point libre dont on de-
mande les coordonnées. Liexpres-
sion 2z est éditée et appliquée a
xp. Le nombre 1 est reporté en U
sur I'axe des abscisses et 2xp est
reporté en S sur I'axe des ordon- s
nées. D' et S’ sont respectivement
les translatés de D et D’ par les

D (1.45;1,84)
xD yD

Pas = DF = D =145 — X S 2D=289

translation de vecteur OU et OS. v
F' a été obtenu en reportant sur la
demi-droite [DS’) le nombre repré-
sentant le pas.D joue le réle de U
et I celui de U;

fig 35.
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On s’apercoit en tirant sur le point D (cf fig. 36 et 37) que les construc-
tions se réactualisent en fonction des coordonnées de D. On pourrait
aussi constater dans cette version de Cabri 2 plus que les construc-

tions se réactualisent aussi quand on modifie I'expression.

Ny

=

£

fig 36. fig 37.

On enregistre donc la construction de F' a
partir de D sous la forme d’'une macro ayant
les caractéristiques ci- a droite. Notons que le
nombre 1 utilisé dans la construction n’a pas
été déclaré comme un objet initial car il a été
calculé a partir de xp par la formule suivante :

(abs(xD)+1)/(abs(xD)+1)= 1,00

Macro 1:
Point suivant 1

Objets initiaux:
point de départ D
axes

expression

pas
Objet final :
pointd' arrivée F
fig 38.

Utilisation pratique de ce fichier et de la macro associée pour créer

une macro complexe et performante

Si on applique 10 fois d’affilée cette macro, on obtient la chaine de

la figure 40 :
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On enregistre sous forme dune
macro la construction de cette
chaine a partir du point de dé-
part. Les caractéristiques de cette
nouvelle macro sont les suivantes :

Macro 2 :
Points suivants 10

Objets initiaux :
point de départ D
axes
expression
pas
Objet final:
10 points suivant F

fig 39.

21

Ny
DF = 0,80
Point de départ °
1 L]
fig 40.

Utilisation de la macro complexe pour envisager une réponse

au probleme posé

L'application de cette macro au dernier point d’'une chaine de 10
points préalablement obtenue permet de rallonger la chaine de 10 points
et en réitérant le procédé d’obtenir une chaine aussi longue que 'on

veut

Le Professeur qui connait la réponse,
comme le Professeur de Physique qui sait
a quel modele il veut faire adhérer en ex-
périmentant peut a ce stade tenter une
validation logicielle. Il fera passer une co-
nique par cinq points quelconques de cette
chaine et demandera I’équation de cette
conique pour tester un saut de registre, du
registre synthétique au registre formel.

Pas =DF =0(,1

2%x

fig4l.
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Pour la figure42 on a tiré sur le point de
départ et la chaine a suivi.

2%x
Pas = DF = 0,1

fig42.

Le succes d’un tel test lui permettrait de transposer ce saut de re-
gistre en classe pour enrichir 'activité de découverte d’un nouvel outil

Une tentative de validation de I'expérimentateur préparateur
(ou a la recherche d’expérience de confirmation)

1

1

9,71 x2-0,06xy -0,83x-10y +0,34=0

fig43.

Pas=DF =\ 0,01

1

1

9,98 x2-0,06 x-10y +0,43=0

fig 44.

Les écrans des figures 43 et 44 montrent ce qu'on a pu obtenir en di-
minuant progressivement le pas qui est le parameétre de notre modele

en cours d’élaboration.
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On peut constater qu’a partir du pas 0.01, Pas = DF = 0,001

le logiciel reconnait une parabole (fonction
du second degré en x) qu’il nous est diffi-
cile de valider. Pour un pas de 0.001, le lo- p\ |

x2-y=0

giciel reconnait encore une parabole dont t
I’équation y = 22 + 0.101 nous semble plus
conforme a notre attente théorique.

fig45.

Remarque : si on continue a diminuer la valeur du pas, des sur-
prises désagréables attendent le Professeur ; en effet, les 100 points de
notre chaine sont quasiment agglutinés au point de départ et la conique
devient quasiment aléatoire. Ceci confirme que toute expérimentation
est fortement dépendante du matériel utilisé et que ses résultats ne
peuvent étre interprétables dans le cadre d'un modele que dans des li-
mites que I'expérimentateur doit connaitre. L'analogie avec les sciences
expérimentales ne peut que nous renforcer dans I'idée d’'une prépara-
tion spécifique de séances monstratives expérimentales

Il est intéressant de noter que les compétences du concepteur de
Iexpérience qui précede I'ont conduit a tenter cette validation analy-
tique dans I'environnement Cabri mais que l'utilisation de l'outil qui
donne les équations de coniques ne devra étre manipulé qu'apres une
phase préparatoire servant a juger des conditions opportunes et opti-
males de son utilisation.

Une validation pour I'expérience monstrative a présenter

La chaine qu’on obtient, fait réagir les éleves qui proposent systé-
matiquement "la parabole’. Le Professeur pourra donc proposer de
comparer la chaine obtenue a la courbe connue d’équation y = 2 ou a
n’importe laquelle de ses translatées et jouer de maniere plus efficace
sur le registre analytique formel qu’il pourra faire parler plus simple-
ment comme a la figure 46
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2%x 2%x

11x2-11y-53=0

fig 46. fig47.

La courbe supérieure de la figure 47 est la parabole d’équation y = 2

et la courbe inférieure sa translatée suivant une translation verticale
variable qu'on peut faire coincider a notre chaine, o qu’on ait placé le
point D.

Amélioration du modele pour un retour sur le registre synthé-
tique (celui-ci proposant une fonction solution dans une accep-
tion structurelle, c’est-a-dire par une courbe)

y y
Yy
097 2%x
0,7 2%x 0,7 2%x
D 10 D 11 10 o ” 0
. 20 2., "
1 .8 13. 20
19 8 13
2° 7 2 14. 1\, 8
\ A8 57 N 14/,
;L 37k 318715
5 z 6
5 4 :
1 1
1
1 x 1 x
)
50.
fig48. fig 49. fig

On a appliqué, pour la figure 48 la seconde macro a D, ce qui nous
donne la chaine des 10 points numérotés de 1 a 10.
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A la figure49 pn applique une autre fois cette macro au point D
pour obtenir une chaine superposée a la précédente o on nommera les
points dans le méme ordre 20, 19, 18, 17, 16, 15, 14, 13, 12 et 11 (ce
dernier étant superposé au point 10 de la chaine précédente).

Enfin, a la figure 49 on trace le polygone joignant dans l'ordre les
points D, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 et
D.

097 2%x

Ci-contre (fig. 51), on a effacé les D
noms de tous les points sauf D et on
a caché tous les points sauf D et le
point 10 pour obtenir une ligne po-
lygonale qui sera notre modele de
solution dans le domaine structu-
rel. 1

fighl.

Arrivé a ce stade, on crée une macro construction qui donne vie a ce
modele paramétré par le nombre représentant le pas et par ’expression
de la fonction dont on cherche les primitives (courbes ou expressions
formelles). Cette macro a

Pour objet initiaux : le point de départ, les axes, le pas et I'ex-

pression

Pour objet finaux : la ligne polygonale et son point final.

Cette macro permettra quand on la répetera un grand nombre de
fois d’obtenir des lignes polygonales aussi longues que 'on veut pour
modéliser la courbe d'une primitive donnée par des conditions initiales
c’est a dire par le point de départ.

Le Professeur devra veiller dans ses préparations expérimentales
au choix des dispositifs permettant de faire adhérer son auditoire a un
modele qui soit compatible avec le champ de validation et d’application
de celui-ci (je pense au choix de la fonction a intégrer et au pas de
départ)

Cette phase correspond en partie a la mise au point du protocole
expérimental dans le champ des sciences expérimentales.
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0,2 Z*X ?
D 057 2*X
D 11, 19
20 | 12/
1 19 13/g
! 2\18 14/7
1 X 3 7156
4
5
1
1 X
fig 54.

fig 52. fig 53.

Ou on vérifie que notre modele fonctionne a partir d'un grand nombre
de points (figure 52).

Quand on diminue le parametre " pas ", comme a la figure 53, le
modele construit permet de visualiser une courbe "réponse plausible
locale" a notre probleme. La réponse obtenue dans un registre synthé-
tique peut nous faire oublier le registre formel analytique dans lequel
le probleme a été posé.

Le fait de pouvoir changer a ’envie ’expression de la fonction initia-
lement donnée, permet de faire perdurer le lien entre les registres de
départ et celui dans lequel la réponse doit étre interprétée (figure 54).

Cela permet de suggérer une piste d’'ingénierie didactique, du moins
dans ce champ d’intervention pour essayer de pallier les difficultés
mises en évidence par Schneider et Krysinska dans les problemes
de géométrie posés dans le registre analytique mais nécessitant un
passage obligé par le registre synthétique : celles-ci ont noté la quasi-
impossibilité pour leurs étudiants de sortir du registre analytique de
départ, du moins pour rechercher une piste dans le registre synthé-
tique lorsque ce passage est pourtant incontournable.

Mise en place finale d’'un outil d’exploration dans le domaine
de la primitivation

Si on enchaine une dizaine de fois cette macro tracant cette ligne po-
lygonale modélisant une courbe d’une primitive d'une fonction donnée,
on obtient la premieére courbe qui suit qui peut et doit constituer un
objet d’étude pour revisiter les transpositions classiques de primitives
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des fonctions trigonométriques (voir par exemple la présentation faite
au congres T3 de Nashville en 2003), pour I'introduction de la fonction
logarithme comme primitive ou la fonction exponentielle népérienne
comme solution d'une équation différentielle. La méthode proposée est

la transposition dans un environnement informatique de la méthode
d’Euler.

0,2 sin(x)
Une utilisation possible de ce fi-
chier peut consister a comparer par D
superposition la primitive obtenue \/\/
aux fonctions sinus et cosinus dont ;
les courbes auront été préalable- :
ment tracées (figure 55).

fig 55.

2%x
0,2

Pour obtenir ce fichier on a simple-
ment modifié 'expression et obtenu 1
instantanément la réactualisation 1 :
de la construction (figure 56).

fig 56.

Utilisation pour déterminer des champs de solutions

La macro qui permet d’obtenir une seule ligne polygonale est ap-
pliquée en un point de la grille associée a nos axes. On peut donc vi-
sualiser les morceaux de solutions issues de ce point de la grille ou de
n’‘importe quel autre en tirant sur D qui saute d'un point a 'autre de
cette grille (figure 57).
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fig 57.
La possibilité de demander des lieux de lieux méme quand le point
de commande appartient a la grille, a permis d’obtenir, le champ de so-
lutions de la figure 58 qui devient lui-méme un outil d’exploration. On
peut par exemple conjecturer le fait que toutes les solutions sont des
paraboles se déduisant les unes des autres par translations verticales.

Cette conjecture est ici globale.
PR
/NJ si x;—\i
| —
Le fait de pouvoir en direct voir /\\\_// \
le changement de champ engendré /\/
par le changement de fonction est \_//
I'une des différences avec les logi-
ciels de calculs formels ou les para-
metres du champ sont gérés dans
une autre page. Cela nécessite la
connaissance a priori de la théorie
sous-jacente alors qu’ici la résolu-
tion d’'un probléeme particulier per-
met d’en faire un outil générique de
primitivation.

NE

/\s\\\///
%%7/\
ANEA

fig 59: Fonction de base sin.

Ceci est possible par la possibilité d’interaction entre les registres
formels et synthétiques amenées par l'outil spécifique "expression” de
Cabri II Plus. Cet outil devient un instrument de médiation sémiotique
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entre les registres formels et synthétiques dans ’acquisition du concept
de primitive.

Quelques explorations originales

Voici quelques copies d’écran qui peuvent permettre de visualiser
les courbes des primitives de (sin(x))"” avec cette articulation de re-
gistres (il suffit a chaque fois dans I'expression affichée de changer I'ex-
posant) :

7 —/ —
t
=7 ;55/ =
e ==
fig 60: sin.

Retour sur ’étude quasi-empirique des fonctions In et exp

Exploration des courbes des primitives de la fonction in-
verse sur R™ et R~

Si on affiche une chaine modélisant une primitive de la fonction
1/x, on peut constater qu’on peut trouver des fonctions définies sur R¥,
d’autres définies sur R~ et qu’en particulier en choisissant une bonne
condition initiale, parmi les primitives que notre modeéle nous donne,
I'une d’entre elles se superpose bien avec la courbe de la fonction In qui
a été I'objet de notre étude.

S—— o /

fig 63. fig 64.
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y y

. /
x

fig 65. fig 66.

Sur la derniere figure, on peut en effet constater la superposition de
la chaine modélisant la courbe d’'une primitive de la fonction inverse
avec la courbe représentative de la fonction logarithme népérien don-
née par Cabri.

Résolution de I’'équation différentielle ;' = y

[ L
RRRARNARRRR RN

RN IR ,
SRR IR R R RE "
IR ERRE vt
Sy v
SSS S S S SS S S S S

NN AN N N N N N N N N

NN BN v

LS Y Y VY VO VO O A W WO O S

fig 67

fig 68.

La méme technique que celle utilisée pour la détermination des pri-
mitives conduit a construire un modele d'une courbe solution passant
par un point D sous forme d’une ligne polygonale a 10 co6tés. Si on place
D sur un point de la grille et qu’'on demande le lieu de cette ligne po-
lygonale quand D se déplace sur la grille on obtient, a la figure 67 un
champ de solution qu’on peut comparer a la courbe de la fonction expo-
nentielle qui a été tracée

Si on prend cette fois comme modéle un enchainement de 8 lignes
polygonales, on obtient une visualisation plus explicite d'une courbe
solution (fig. 68)
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Si enfin on approche D du point
(0; 1), on obtient une superposi-
tion de la courbe solution obte-
nue avec notre modélisation avec la exp(x)
courbe de la fonction exponentielle.
Cette expérimentation vient vali-
der notre modéle comme un modéle
acceptable jusqu’a une future inva- !
lidation dans d’autres cas. (fig. 69).

fig 69.

Nous avons donc bien construit deux fonctions :
— L'une comme primitive de la fonction inverse en utilisant le mo-
dele des chaines de points
— Lautre comme solution de I'équation différentielle différentielle
y' = y en utilisant le modele des lignes polygonales
Et, ces deux fonctions semblent bien étre les fonctions programmées
dans Cabri sous les noms de fonction "In" et fonction "exp" respective-
ment.
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