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Introduction
Programme et a’ocuments ressources

Ce rapport [Villani-Torossian] réaffirme limportance de
la notion de preuve dans lactivité wmathématidque et
recommande de redonmer uve place siguificative a la
présentation de démonstrations de résultats du cours.

Démontrer est  une  composante  fondamentale de
lactivité  wathématique. Le programme identifie
guelgues  démonstrations exemplaires, dque les éléves
déconvrent selon des modalités variées : présentation par
le professeur, élaboration par les éleves sous la direction
dn professeur, devoirs a la wmaison, ete.
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Introduction
Programme et documents ressources

* Quelle distinction entre preuve et démonstration ? Entre
raisonnement et preuve ? Entre processus de preuve et
écriture d’'une démonstration ?

 Comment travailler ces démonstrations « exemplaires » qui
sont de nature différente ? Avec quels scénarios ?

* Pourquoi ? Avec quels objectifs d’apprentissage ?



Introduction
Nos hypotheses didactiques

* Le travail sur les objets, leurs propriétés et des relations qu’ils
entretiennent entre eux jouent un role central dans le processus de
conceptualisation en mathématiques.

* Les preuves sont importantes dans le processus de conceptualisation
car elles permettent, entre-autres, ce travail sur les objets.

* Proposer des situations ou I'éleve peut travailler sur les objets en jeu,
entrer dans un processus de preuve.



Démonstrations dans les programmes du lycée : une
opportunité pour approfondir les notions en jeu
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Raisonner

Processus de pensée qui permet de géwérer des conclusions a
partir de perceptions, pensées ou déclarations.

Johnson-Laird (1999)

Le raisonnement déductif

 Raisonnement dont la validité peut étre controdlée.

* La déduction est constituée d'un enchainement de propositions,
d'axiomes ou d'inférences (pas déductif) qui respectent des regles
définies (celles de la logique formelle).



Démontrer

* Tout raisonnement valide permettant d’établir la valeur de vérité d’'une
proposition.

* Elle a la structure plus rigide d'un calcul, dont |'organisation consiste en
un enchainement de pas de déduction ou d’inférences.

* Le statut de chaque proposition est indépendant de son contenu,
puisqu'une proposition peut changer de statut a l'intérieur d'une méme
démonstration.

Démontrer : produire des arguments pour conclure a la validité des
assertions. C’est un cas particulier d’argumenter.



Explication, argumentation, preuve, demonstration

privé Espace de transition pubh c
‘ e te ot ag — °
= pama
- - : R
-’
’
/7
/
! EXplication argumentation déemonstration
\ preuve
h Forme particuliere
S - de la preuve
T~ A5 2 R mathématique

Justifier pour
comprendre un énoncé
- Validité

Adapté de Balacheff (1982, 2019)



* Processus de preuve - Proving : recouvre les différents gestes, attitudes,
intentions, opérations mentales, afférents a |'action de prouver dans le
cadre de la rationalité mathématique, dont certains sont plus ou moins
visibles de |'extérieur suivant que cette action a lieu au sein d'un groupe
ou dans le domaine privé de la personne.

* Produit de la preuve — Proof : écrit qui résulte du processus et qui, lui,
est destiné a étre communiqué a |'extérieur.

(Gandit, 2004 ; Hanna & de Villers, 2012)



Un obstacle didactique...

* La preuve ne vit dans I'enseignement, surtout au college, que par un
contrat didactique relatif a la forme / en géométrie (Gandit, 2004).

* Etablir des normes de production de texte de démonstration de facon
prématurée peut créer un obstacle a I'élaboration de la signification
méme de la démonstration et au développement de compétences
essentielles a I'activité de démontrer (pouek, 2010).



* Nécessité de distinguer |'apprentissage du raisonnement et |'écriture
d’un texte de démonstration

* Initiation au raisonnement déductif comme préparation a
I"apprentissage de la démonstration

* Pour développer les activités diverses qu’engage une démonstration :



Résolution de probleme et processus de preuves

* Résolution d’un probleme : situations d’action, communication,
validation

* Incertitude quant a la validité de conjecture produite
...mais cela ne suffit pas !

Démarche de type

* Enjeu qui incite a lever l'incertitude. expérimental

- Un enjeu a la contradiction.




Résolution de problemes et processus de preuves

Manipuler passivement

Objets naturalisés,
objets de I'expérience

F——— o —
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propriétés / Théorie
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EXPERIMENTER

Apprendre

Démarche de

type
expérimental

VALIDER mss———— FORMULER

Controler, élaborer des preuves des conjectures

(Dias, 2008), (Gardes, 2018), (Croset & Gardes, 2019)



...avec des traces dans les documents institutionnels !

éduscoL  mmmm

—— T

20e

Mathématiques

RAISONNEMENT ET DEMONSTRATION

wireton, reuve - Compldtences : raiscones chercher, communiguer -

Intentlons mqjeures

Intését majewr dans la formation des futurs sclentifiques, le ralsonnement

5t un axe Important de la formation du citoyen. Il permet de comprendre oe Gu'est une

coméiation pour justifier un argument peu étayé scientifiguement. »

a! Ia logique, de dévelcpper 'esprit oritique, de

Ce rapport réaffirme l'mportance de la noticn de preuve dans lactivité mathématique et recommande
de redonner une ploce sigrificative & la présentation de démonstrations de résultats du cours.
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Tl est notamment intéressant de reprendre la
distinction qu'on v frouve entre raisounement
et démonstration : le raisonmement est une
forme de cheminement plus o wmoins complexe
pouvant comprendre recherche, découverte,
conjecture, production d'uve preuve peut-étre
partielle ; la démonstration est ume forme de
communication d'une prenve aboutie, qui repose
sur des résultats acgunis antérienrement et sur
les regles de la logigue.



...avec des traces dans les documents institutionnels !
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Ev premier liey, il est wécessaire de préparer le terraiv
avont d aborder certaines démonstrations du
programme. Cela demande d abord de s'appuver sur
des approches heuristigues, de manipuler et de
verbaliser avant d'alostraire, comme il est décliné dans
le rapport Villani-Torossian. Cela requiert ensuite de
susciter chez les éleves une motivation pour la prenve
mathématique [..] :

* trouver uve accroche en posant un probleme que les
éleves ne savent pas résoudre avece les ontils connus ;

* poser des dquestions ouvertes, evgendrer e donte et
débattre antour de controverses ; [..]
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Exemple 1
llustration géométrique de (a + b)? = a* + 2ab + b?

(a+b)* =a* + 2ab + b

Démonstrations
— Quels que soient les réels positifs a et b, on a vab = Javb .

— Siaet b sont des réels stricte itifs Ja+b<vJa+b.
— Pour a et b réels positif illustration géométrique e I'égalité (a + h)? = a® + 2ab + b°.




Exemple 1
llustration géométrique de (a+b)? = a? + 2ab + b?

Un constat : difficulté, pour les éleves, a « retenir » l'identité remarquable
— liée a priori a la syntaxe, écriture algébrique

Une proposition : donner du sens a cette identité grace a l'illustration
géometrique — articuler la syntaxe avec la semantique, retour aux objets

gl B &
_
(a+b)> =a* + 2ab + bz—.




Exemple 1
llustration géométrique de (a+b)? = a? + 2ab + b?

Un constat : difficulté, pour les éleves, a « retenir » l'identité remarquable
— liée a priori a la syntaxe, écriture algébrique

Une proposition : donner du sens a cette identité grace a l'illustration
géometrique — articuler la syntaxe avec la semantique, retour aux objets

(a+b)? . . - - .

- (@+b)?=a? + 2ab + b?




Exemple 1
llustration géométrique de (a+b)? = a? + 2ab + b?

Des questions...

donner du sens a (a+b)? grace a l'illustration géométrique ? i.e.
d’articuler les aspects syntaxiques et semantiques ?

Q « Comment construire une situation qui permettra aux éleves de

o « Comment passer de la manipulation (du « puzzle ») a I'écriture
de I'identité ?

(a+ b)* =a* + 2ab + b




Enoncée 1—en Tro

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :

Trouvez plusieurs méthodes pour calculer l'aire de la surface totale
formée par ces quatre quadrilatéres.

Expliquez chaque méthode par un schéma, un texte ou un collage.

Phase 2 — en groupe

Voici quatre quadrilatéres.

Consigne :
Vous avez trouvé plusieurs méthodes pour calculer l'aire de la surface totale 1

quadrilateres.

Comparez les expressions obtenues : sont-elles équivalentes ? justifiez
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Enoncé 1 —en Troisie

Phase 1 — en individuel

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :

Trouvez plusieurs méthodes pour calculer |'aire de la surface totale
formée par ces quatre quadrilatéres.

Expliquez chaque méthode par un schéma, un texte ou un collage.

Phase 2 — en groupe

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :
Vous avez trouvé plusieurs méthodes pour calculer I'aire de la surface totale formée pa

quadrilateres.

Comparez les expressions obtenues : sont-elles équivalentes ? justifiez
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Enoncé 1 —en Troisie

Phase 1 — en individuel

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :

Trouvez plusieurs méthodes pour calculer |'aire de la surface totale
formée par ces quatre quadrilatéres.

Expliquez chaque méthode par un schéma, un texte ou un collage.

Phase 2 — en groupe

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :

Vous avez trouveé plusieurs méthodes pour calculer I'aire de la surface totale formée par

quadrilateres.

Comparez les expressions obtenues : sont-elles équivalentes ? justifiez
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Enoncé 1—en T Y §7
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Voici quatre quadrilatéres. . - \_-:

Consigne :

Trouvez plusieurs méthodes pour calculer l'aire de la surface totale = T Y

formée par ces quatre quadrilatéres.

Expliquez chaque méthode par un schéma, un texte ou un collage.

Phase 2 — en groupe / @ 1 ©1
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1
©
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Voici quatre quadrilatéres.

Consigne :

Vous avez trouvé plusieurs méthodes pour calculer l'aire de la surfac

quadrilateres. SZ' - @+®+®4©: SR X et Lf + Y X\L‘

Comparez les expressions obtenues : sont-elles équivalentes ? justifis g - - + 2 x Y + ML



Enoncé 1 —en Troisieme

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :

Trouvez plusieurs méthodes pour calculer l'aire de la surface totale . -

formée par ces quatre quadrilatéres.

Expliquez chaque méthode par un schéma, un texte ou un collage.

Phase 2 — en groupe

Voici quatre quadrilateres.

Consigne :

Vous avez trouvé plusieurs méthodes pour calculer I'aire de la surface totale formée par ces quatre

quadrilateres.

Comparez les expressions obtenues : sont-elles équivalentes ? justifiez

Conclusion

e Essais d’articulation
sémantique/syntaxe

* Difficulté a passer aux
expressions algébriques

* Quelques éléments de preuves

- Enoncé ne I'encourage pas




Enonceé 2 —en Seconde

En bindbme

Histoires de carrés e / \ |
/
# L3
1. Avecle matériel proposé, construire quatre g ,;__ , » é il (\'@ ( :
composé de deux carrés et de deux rectangle | : &N\ U - @N [ éﬁ O =g
S B —ay

Les coller sur la feuille réponse. C )

Can duv e <
L U (D ' N Q)* éQ Lﬂ NS

2. Pour chaque grand carré obtenu, on appelle . X

carrés et blalongueur du c6té de I'autre carr

. Exprimer I'aire de ch des pie \‘*\-
a. Exprimer I'aire de chacune des pieces e /\ &)J\ O Q&W & XK b QG bi.

b. Exprimer de deux manieres différentes ]

c. Quelle égalité algébrique obtient-on?
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Enoncé 2 — en Secor

En bindbme

Histoires de carrés et de rectangles| - G e
‘ | ' \ gﬁ. W

1. Avec le matériel proposé, construire quatre grands carrés. Chaque grand carré est

composé de deux carrés et de deux rectangles superposables (identiques). Qi "O ) ( -\?\p N
o \

Les coller sur la feuille réponse.

\ _.\' 7 :
2. Pour chaque grand carré obtenu, on appelle a la longueur du c6té d'un des deux KC/L- >\ (j -’-—- < i >< Q

carrés et blalongueur du c6té de I'autre carré.
a. Exprimer I'aire de chacune des pieces en fonction de a et b.

b. Exprimer de deux manieres différentes I'aire du grand carré.
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Enonceé 2 —en Seconde

En binOme

Histoires de carrés et de rectangles| -

1. Avec le matériel proposé, construire quatre grands carrés. Chaque grand carré est
composé de deux carrés et de deux rectangles superposables (identiques).

Les coller sur la feuille réponse.

2. Pour chaque grand carré obtenu, on appelle a lalongueur du c6té d'un des deux
carrés et blalongueur du c6té de I'autre carré.

a. Exprimer I'aire de chacune des pieces en fonction de a et b.
b. Exprimer de deux manieres différentes I'aire du grand carré.

c. Quelle égalité algébrique obtient-on?




Enonceé 2 —en Seconde .

En binOme

Histoires de carrés et de rectangles

1. Avec le matériel proposé, construire quatre grands carrés. Chaque grand carré est
composé de deux carrés et de deux rectangles superposables (identiques).
Les coller sur la feuille réponse.

y A - COOVE o - O- X O
2. Pour chaque grand carré obtenu, on appelle a la longueur du c6té d'un des deux Cave b - b XD
carrés et blalongueur du coté de 'autre carré. - nac };Q/r\q& - ox b
a. Exprimer I'aire de chacune des pieces en fonction de a et b. v
b. Exprimer de deux manieres différentes l'airg du grallld carré. b \ ( a3 b> ( o il > , A ’
=~ Cote. K Cole cu an amd Lo

c. Quelle égalité algébrique obtient-on?
axa bx bt+aXxbyraxh .
‘) \"‘“‘}-’u“ we ck oon \l'(
@ +b)* < (a+b) + (o +b)
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Enoncé 2 —en Seconde

= Conclusion

Histoires de carrés et de rectangles| * 'énonceé incite d’abord a un travail
1. Avecle matériel proposé, construire quatre grands cartés. Chague grand careé st semantique puis a un travail syntaxique

composé de deux carrés et de deux rectangles superposables (identiques).
Les coller sur la feuille réponse.

* Peu d’articulation sémantique/syntaxique

V4 \
2. Pour chaque grand carré obtenu, on appelle a la longueur du c6té d'un des deux C h e’z I ese I eves
carrés et blalongueur du c6té de I'autre carré. -
a. Exprimer I'aire de chacune des piéces en fonction de a et b. ° Ma N | pu Iatlon pu |S form u |at|0n sans ||en
4

b. Exprimer de deux maniéres différentes I'aire du grand carté.

c. Quelle égalité algébrique obtient-on?

Des difficultés a lier expressions
algébriques et représentations
geomeétriques




Enonceé 3 —en Seconde

Histoires de carrés et de rectangles

b. Exprimer de deux manieres différentes I'aire du grand carré (celui composé de

1. Avec le matériel proposé, construire quatre grands carrés. Chaque grand carré est quatre pitces).
composé de deux carrés et de deux rectangles superposables (identiques). Premilbisi v tiin:
Les coller sur la feuille réponse. A ohe

Explication :

2. Pour chaque grand carré obtenu, onnote A, B,C et D les quatre piéces ol1 A et B sont
les deux carrés. On appelle x la longueur du c6té du premier des deux carrés et y la
longueur du c6té de I'autre carré.

a. Exprimer I'aire de chacune des piéces A, B,C et D en fonction de x et y en
complétant les phrases ci-dessous :
L'aire de la piece Aest égalea:........

L'aire de la piece B estégale a: ........ Deuxidme maniere :
L'aire dela piece C est égale a:......... Aire obtenue :
L'aire de la piece D est égalea: ........ Explication :

¢. Quelle égalité algébrique obtient-on?
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‘ S SR a. Exprimer I'aire de chacune des piéces A, B,C et D enfonctiondeaetben
7 : complétant les phrases ci-dessous :
“ § 176 =72 L'aire de la piéce A est égale & 4. Yo

L'aire de la piéce B est égale a : bl -‘l:
Laire de la piéce C est égalea: & ¥
L'aire de la piéce D) est égale a: & (\.



a. Exprimer I'aire de chacune des pieces A, B,C et D en fonction de x et y en
complétant les phrases ci-dessous y
/ Laire de la piéce A est égale a : 2.
E Laire de la piéce E est égale a: Gl
nonce 3 - en Sec L'aire de la piece C est égale a : @x.x
L'aire de la piece D est égale a: a2x
b. Exprimer de deux manieres différentes 1'aire du grand carré (celui composé de

quatre pieces).

Premiére maniére Z

T Aire obtenue : 9C_ " x 7 .
Explication :

(= X xy +:x:x<$:gaﬁ><%i

Deuxiéme manieére : o
Aire obtenue: Yy )(\d =
Explication :

-~ - J’\ - <
Atre 3300 B &+ Hiaa pfc@ A A Al piece C +

B2ra ‘g%«;@— D =oct f\w(&& SR X% ¥ e

c¢. Quelle égalité algébrique obtient-on?

s “rtﬁ* 20 MY e Xy



a. Exprimer I'aire de chacune des pieces A, B, C et D en fonction de x et y en
complétant les phrases ci-dessous :
Laire de la piece A est égalea: .L.x &
Laire de la piece B est égale a: s

/
E n O n Ce 3 —_— e n S Laire de la piece C est égale a : x.xY
e C O n Laire de la piéce D est égale a: .x.3-
b. Exprimer de deux manieres différentes I'aire du grand carré (celui composé de
quatre pieces). >

Premiére manidre : §2 prlernite arm ity oV ¥ COlg e piynghtomin
Aireobtenue: ¢ +4 X 4+ C

Explication :
) X+ < X F J 2 R 1]
’ cole VUG otcokfl 3 aote 15 alds % | 1
: ; o apn—— $rtn 7 ide Ve /
Deuxiéme maniére : wonon reoverdel e eddil ¢
Aire obtenue: x4 G+ g 4 1{1,~ ac
Explication :
r“__
X + 1\7 4 X O e f-“} )+ G
_ 7 g, orgu $Save oMl
A O a7 ' ( J e
[a) 5 *x | " L

¢. Quelle égalité algébrique obtient-on?

X tYxy + X = L‘Jj; + 4 ax




Enoncé 3 — en Secc

"

complétant les ph:ases ci-dessous

L'aire de la piece B est égale a: ..3..
L'aire de la piéce C est égalea: 4.
Laire de la piece D est égale a: el

quatre piéces).

Premiére maniére: (oc 4 z\ "
Aire obtenue : @t a5 A came sode (o &\
Explication: cate x catd

aa

Deuxiéme maniere: Addukion de -tovtes lo- oxrs 3
Aire obtenue : )
Explication : 7 .
\ e pibe A + Ase X e G4 Ave pitce
(% e ] . ; { )
{ o

c. Quelle égalité algébrique obtient-on?

s A é .
/‘.’I -+ \ = Xtp <+ %3

(¢ )

a. Exprimer 'aire de chacune des piéces A, B,C et D en fonction de x et y en

. Exprimer de deux manieres différentes I'aire du grand carré (celui composé de

e



Enoncé 3 —en Seconde

a. Exprimer l'aire de chacune des piéces A, B,C et D en fonction de a et b en
complétant les phrases m—dessous
L'aire de la piece A est égale a : a..
Laire de la piéce B est égale a : b
L'aire de la piece C est égale a : Sl % b
Laire de la pidce D est égaled: a..x b

b. Exprimer de deux manieéres différentes I'aire du grand carré.
¢. Quelle égalité algébrique obtient-on?
\L a"»,\a"+ EX\D B ’exb
(A+b)x (24 b)
C,(3+E\X(’éﬁt)\ = '31_'51_’ ?K\D‘t?xt)
-
2 +b 4 24 ch)

|

(31b)’

3. Delaméme maniére avec le matériel proposé, construire un carré a I'aide des neuf
pieces notées A, B,C, D, E,F,G, H et I ol A, B et C sont les trois carrés,
On appelle a, b et ¢ la longueur du c6té de chaque carré.
Exprimer l'aire de chacune des pitces A, B,C, D, E, E,G, H et I en fonctionde a, bet ¢
En déduire le développement de (a+ b+ c)?.

. < ey
[ b 453 est an en ocoﬁu&t

Coutes les pLeces qui constiboen)

L'zine o grend ceeec
Qe 'Y = somme  go
lf Q\)n.wol’ Lwej

(Rabac) = (2 B+ (bxc) + (b)Y + (2 %) & (erC) 4 (bxe) + (2 x2)a (2 N\ (22 B

ane < ax%

WA = bx(,

e s bxb

AT R xC Une = BxC

Aqe = CAC

2 (b 4 faxbab) 4 faxbaB)a (3 xbxa) s (o xbasy ol
{axb B)ﬁ(?xbx}3

- \J'S + (‘e. xb 3 - (’e x’:f\ - ('41 "B\ +

= ‘D‘) + A% xb )  § ?% * 3[?_1 xB}

=B 5 A j)(}. x.\;j 4 ?ﬁ(.i‘L’\B) ' B?

(?'LX\D\ + ?.7’+ (‘l‘ax\,i\*




Enonce 3 — en Seconde

Histoires de carrés et de rectangles

1. Avec le matériel proposé, construire quatre grands carrés. Chaque grand carré est
composé de deux carrés et de deux rectangles superposables (identiques).
Les coller sur la feuille réponse.

2. Pour chaque grand carré obtenu, on note A, B, C et D les quatre piéces oi1 A et B sont
les deux carrés. On appelle x la longueur du cdté du premier des deux carrés et y la
longueur du c6té de I'autre carré.

a. Exprimer I'aire de chacune des piéces A, B,C et D en fonction de x et y en
complétant les phrases ci-dessous :
L'aire dela piece Aestégalea:........
L'aire de la piece B est égale a: ........
L'aire de la piéce C estégale a:.........
Laire de la piece D est égalea: ........

Conclusion

* Articulation
sémantique/syntaxe plus
explicite dans I'énonceé

* Plus présente dans les travaux
des éleves

* Des difficultés a lier
expressions algébriques et
représentations geéométriques




Enonce 3 — en Seconde

Exercice 5
Laire de cette figure peut étre exprimée a 'aide de différentes formules.

[ 1 ¥ : L 4
u %b sné(uux. ,51.
L 4]

4

Par exemple, ce découpage permet de trouver que l'aire est égale a: y* + y* + y(y+1) + 1.
Les quatre formules qui suivent correspondent a quatre facons différentes de calculer I'aire
de la figure. Trouver ces fagcons.

1. 22 +y+1+y?

2. V+(y+1D2y+1-y

3. 3)%2+y+1

4. 3y(y+2)—-(y+y+2y+y-1)

Montrer a I'aide de calculs que ces quatre écritures représentent le méme nombre.

Conclusion

* Articulation
sémantique/syntaxe plus
explicite dans I'énonceé

* Plus présente dans les travaux
des éleves

* Des difficultés a lier
expressions algébriques et
représentations geométriques




Exemple 1
llustration géométrique de (a+b)? = a% + 2ab + b? w

Manipuler passivement

Faire les puzzles
Exprimer aire des pieces
Exprimer aire du carré
Identifier I'IR

Manipuler activement
EXPERIMENTER

Syntaxe/
sémantigue

VALIDER
Controler, élaborer des preuves

FORMULER
des conjectures

Sur l'aire totale a écrire de
deux facons différentes
Ecriture de I'IR




Exemple 1
Conclusion

* Importance du milieu qui va permettre aux éleves se s’engager dans
la situation, dans un travail sur les objets et dans un processus de

preuve.

* Des difficultés qu’on a tendance a sous-estimer, liées a I'articulation
syntaxe/sémantique.

e Une activité qui permet aux éleves de construire une démonstration
du programme.



Démonstrations dans les programmes du lycée : une
opportunité pour approfondir les notions en jeu

4 N
Raisonner,

prouver,
démontrer

[meX S SEE L 1 TaR b LR 821
1004/99 +/GF +| 452 4 5|

10l +101 + 10l + ~lol 10l

[ Exemple 2 ]

[ Exemple 1 J

[ Conclusion ]




Exemple 2

Trouver le plus rapidement possible la
somme de p nombres entiers naturels
consécutifs commencant a n.

(D’apres Barallobres et Giroux, 2006)



Jeu n°l

Trouver le plus rapidement possible la
somme de 10 nombres consécutifs.



Déterminer le plus rapidement possible la somme des dix
nombres entiers consécutifs

Série 1: 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26



Déterminer le plus rapidement possible la somme des dix
nombres entiers consécutifs

Série 2 : 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32



Déterminer le plus rapidement possible la somme des dix
nombres entiers consécutifs

Serie 3 : 84



Déterminer le plus rapidement possible la somme des dix
nombres entiers consécutifs

Série 4 : 649



Des procédures possibles
et
ce que I'on peut en retirer



Faire des regroupements en utilisant les compléments a 10



15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24
16424 =40;17+23=40;18+22=40;19+21=40;
il reste 15 et 20; 4x40 + (20 + 15) = 160 + 35
16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25
16+24=40;17+23=40;18+22=40 ;19+21=40;
il reste 20 et 25; 4x40 + (20 + 25) = 160 + 45
21,22, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 30
21+29=50;22+28=50;23+27=50;24+26=50
il reste 25 et 30 ; 4x50 + (25 + 30) = 200+ 55

Peut favoriser le repérage de ce que toutes les unités entre 0 et 9
apparaissent une fois et une seule dans chaque série ; peut étre un obstacle
pour reconnaitre le role particulier de 45.



Utiliser la décomposition décimale



17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26

10 +7,10+ 8,10+9, 20, 20+1,20+ 2,20 + 3, 20+4, 20 +5,20 + 6
3x10+7x20+(7+8+9+1+2+3+4+5+6)=170+45

Ceci met en évidence le role particulier de 45 et fait apparaitre la forme
générale « multiplier le premier nombre par 10 et ajouter 45 ».

20,21,22, 23,24, 25, 26,27, 28, 29

20, 20+1, 20+2, 20+3, 20+4, 20+5, 20+6, 20+7, 20+8, 20+9
10x20 + (14+2+3+4+5+6+7+ 8+9) = 10x20 + 45

Commencer par une dizaine entiére peut favoriser | apparition de cette
procédure



Décomposer les nombres
a partir du premier nombre de la série



17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26

17,17+1,17+2;17+3;17+4;17+5;17 +6 ;17 +8 ; 17+9

17 x10 + (1+2+3+4+5+6+7+ 8+9) = 170 + 45

C'est ce qui conduit le plus naturellement a la forme générale
Multiplier le premier nombre par 10 et ajouter 45

Les séries commencant par un multiple de 10 peuvent favoriser
dans ce cas | apparition de | utilisation de la décomposition a
partir du premier nombre.



Regrouper les nombres par paires de sommes égales



17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26

17+26=18+25=19+24=20+23=21+22=43
5x43 =215

Ou encore, a la maniere du jeune

Gauss

17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26
26, 25, 24, 23, 22, 21, 20, 19, 18, 17

43,43,43,43,43,43,43,43, 43,43

10 x43=430;430:2 =215



Deux méthodes tres rapides



1. Prendre la valeur médiane et |la multiplier par 10

17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26

17-18-19-20-21-21,5-22-23-24-25-26

21,5 x 10 =215

2. Prendre le cinquieme nombre de la liste et ajouter 5 a droite
215



Une preuve inattendue

« Un éleve de 13 ans qui a proposé la méthode la plus rapide est capable tres
rapidement de faire le lien entre sa méthode et la méthode la plus générale sur la
série qui commence par 15 (résultat 195)

e « E2 : Oui, parce que le cinquieme nombre a déja le « 4 » ajouté, parce que la
premiére méthode est « fois 10 » et apres plus 45.

* Professeur : j écris |'autre méthode pour vous faire rappeler : le premier nombre
x10 + 45, dans notre exemple : 15x10+45

 E2 : le 19 est le cinquieme nombre, et il a déja le 4 ajouté (19 = 15 + 4). Alors il
reste juste le 5, mais comme on multiplie par 10, on met juste le 5 en arriere et
c'est fini ».

* Manifestement, les autres éleves ne comprennent pas.



Poser | addition en colonne (physiguement ou
mentalement): une procédure qui peut conduire vers une
methode rapide



Si on le fait plusieurs fois, avec des nombres de deux chiffres par exemple, le calcul
montre que :

Le résultat se termine toujours par 5,
* On a toujours une retenue de 4,
* La somme des chiffres des dizaines est égale au premier nombre de la liste,

» Le dernier nombre écrit est égal au cinquieme nombre de la liste, il est obtenu par
[ ajout de 4 a ce premier nombre.

Ceci ne signifie évidemment pas que tout éleve qui choisit cette méthode va dégager
ces régularités.

Observer des régularités en travaillant sur des cas particuliers afin d'en dégager une
forme générale est une compétence heuristique tres importante en
mathématiques, qui conduit en particulier au langage de I'algébre. En retour, une
fois les formes identifiées, la reconnaissance de forme constitue a son tour un
moteur important de I'heuristique, et un outil central dans le travail algébrique.



Quelques caracteristiques de cette situation



La situation a été proposé au college, (éleves de 12-13 ans).

L'objectif des professeurs (et des chercheurs) est de motiver I'introduction
d'une formule pour décrire un programme de calcul.

Il s’agit de permettre aux éléves de donner du sens a |'utilisation des lettres,
en amont du travail sur les transformations d’écritures qui sera développé
ultérieurement.



Dans la mise en ceuvre avec les éléves de telles situations de recherche, 1l faut
considérer des phases

d’action (e jeu) ;

de formulation (/ explicitation des procédures);

de débat et de validation (justification des procédures)
avec des allers et retours entre les trois, avant une phase

d’ institutionnalisation (ce que [ on a établi, ce que | on a appris,
eventuellement ce qui reste en suspens)

Le jeu (def1) de la rapidité est ici un moteur de la situation qui permet
I'engagement des éléves dans I'action, sous réserve que les valeurs choisies leur
permettent de faire des calculs conduisant a des résultats auxquels 1ls peuvent

se fier.

Ceci est un moyen de permettre la dévolution



Le fait que certains éleves produisent des réponses rapidement, et que cela se
répete (ce n'est pas di au hasard) favorise la recherche de méthodes.

La formulation explicite des méthodes est nécessaire pour un conduire un
débat sur la validation des méthodes.

Ici, il n'est pas question de fournir une preuve algébrique de la validité des
méthodes.

La validité des méthodes s’appuie d’'une part sur la confiance qu’ont les éléves
dans leur procédures de calcul, et d’autre part dans la possibilité de mettre a
jour des éléments technologiques (au sens de Chevallard) pour justifier les
techniques.

Deux théories sous-jacentes sont mobilisées :
Le systéme d’écriture des nombres : la numération décimale de position

La construction des entiers via la notion de successeur, addition comme
itération du successeur



On peut proposer cette situation a des éleves dés le cycle 3 de I'école primaire ou au tout
début du college.

Soit dans le cadre du calcul réfléchi

Soit sous la forme d’un probléme de recherche pour dégager des regles générales, |'objectif
n'étant pas d'introduire des lettres.

La validation s’appuie sur les résultats de calcul normalement stabilisés a ce niveau.

On peut utiliser la calculatrice comme moyen de controle ; cela permet de voir que c’est
beaucoup moins rapide.

Elle peut également étre proposée au lycée, ou 'outil algébrique est déja disponible, pour
réactiver la relation entre écritures algébriques et programmes de calcul et pour fonder
sémantiguement les formules de sommations des entiers dont la preuve est au
programme.

On peut encore |'utiliser en début d’université, ainsi qu’en formation des enseignants du
primaire et du secondaire.



Vers une généralisation



Déterminer le plus rapidement possible la somme de 8
nombres consécutifs

Sériel: 25
Série 2 : 41

Série 3:50



Déterminer le plus rapidement possible la somme de 11
nombres consécutifs

Sériel: 14
Série 2 : 23

Série3:40



Déterminer le plus rapidement la somme de 36
nombres consécutifs commengant a 125

(125 + 160) x 18 =285 x 18 = 5130
(125+ 17,5) x 36 = 142,5 x 36
125 x 36 + somme des entiersde 1 a 35
Somme des entiersde 1 a35: 630
(10 + 20) x 10 + 30x6 + 45%x3 +(1+2+3+4+5)
=300+ 180+ 135+ 15
35x 36/2 (Gauss) ; 18 x35 (valeur médiane)



Une variable didactique qui joue sur les théories sous-jacentes

Dans le cas de 10 nombres consécutifs, les points de vue « décomposition
décimale » et « successeur » conduisent au méme résultat car toutes les unités
de 1 a 9 apparaissent.

Ce n'est plus le cas avec 8, 11, ou 36
C'est a nouveau le cas avec 20, 30 ou 40

Le choix d’'une dizaine entiére ou non est donc une variable didactique. Qui joue
sur les théories sous-jacentes aux méthodes.

La méthode la plus rapide pour 10 nombres consécutifs, prendre le cinquieme
nombre et mettre 5 a droite ne se généralise pas.

Elle est liée de manieére intrinséque a la signification des chiffres dans I'écriture
décimale



La méthode des écarts (médiane) se généralise en prenant en compte la parité. Elle
mobilise le point de vue successeur (et prédécesseur).

C'est une méthode générale que I'on utilise par exemple pour montrer que la somme de
3 nombres consécutifs est toujours un multiple de 3, et plus généralement que Ia
somme de p nombres consécutifs avec p impair est toujours un multiple de p, tandis
que la somme de p nombre consécutifs avec p pair n’est jamais un multiple de p. C’est
un multiple de p/2.

Cette situation met en lumiere une distinction importante dans le travail numérique
entre des résultats et des méthodes qui sont dépendantes d un systéeme de
numération donnée (par exemple : les criteres de divisibilité) et les résultats qui sont
liés de maniére intrinséque aux nombres, indépendamment du systeme d’écriture
(étre divisible par 3, é&tre un nombre premier)



Vers une formule littérale



Décrire une méthode
permettant de déterminer tres rapidement

la somme de p nombres consécutifs
commencant a n.

Vous appuierez vos justifications sur les méthodes gé

néerales que vous avez identifiés lors des phases de jeu.



Soit n et p deux entiers

Notons S(n, p) la somme de p nombres consécutifs
commencant a n

1. S(n, p) = [n+ (n+p-1)] xp/2 (méthodes des
paires (avec p pair), ou Gauss)

2. S(n, p) = [n+(p-1)/2] xp (médiane)

S(n, p) = nxp + S(0, p) (successeur)

S(0, p) = (p-1) xp/2

S(n, p) = nxp + (p-1) xp/2
Remarque 1: I'un des entiers p ou p-1 est pair
Remarque 2 : S(1, p) = p (p+1)/2



Dans de nombreux problémes, |'utilisation des lettres représente une
économie, mais n'est pas indispensable.

Les méthodes de types numériques sont souvent tres performantes,
comme on I'a vu avec le cas p = 10.

Ce sont celles que I'on peut attendre des éléves de |'école primaire.

Au college, il faut éviter de « forcer » les éleves a utiliser des lettres
lorsqu’ils résolvent les problémes par des méthodes arithmétiques. Sinon,
I'usage des lettres s’'installe comme un effet du contrat didactique, et la
rencontre avec la connaissance ne se fait pas. Cette situation, avec le jeu
sur la variable didactique « nombre de termes » vise a permettre cette
rencontre (une premiére rencontre qui devra étre suivi d’autres, et de
retour au fur et a mesure que les techniques de calcul algébrique se
développent.



Sur | utilisation des lettres

L'utilisation des lettres permet ici :

1.

D’exprimer les méthodes générales en traduisant les actions par des opérations
mélant le numérique et le littéral ; les lettres sont des marques places.

De montrer que deux formules différentes peuvent correspondre a deux
programmes de calculs valides, donc conduisant toujours aux méme résultats.

De permettre de créer une situation de référence pour mettre en relation
I'équivalence de deux expressions littérales via les regles de transformations des
écritures (aspect syntaxiques) et I'équivalence des programmes de calcul associés
(aspect sémantique). Notons que cette situation ne suffit pas pour établir la
généralité de cette mise en relation.



Relecture a la lumiere de la typologie de Preuves de
Balachef (1988)

Balacheff (1988) propose une classification en

« niveaux et types de preuves » ayant une place
privilégiée dans la genese cognitive de |la
démonstration. Cette classification permet
d’analyser les productions d’éleves écrites ou orales.

Balachef, N. (1988) Une étude des processus de preuve en
mathématique chez des éleves de college. These de
I"'université Grenoble



* Empirisme naif (vérification sur quelques cas),

e Expérience cruciale (mise a I'épreuve sur un exemple
pour lequel on ne se fait pas de cadeau),

* Exemple générique (explicitation des raisons de |a
validité sur un objet présent non pour lui-méme, mais
comme représentant d’une classe)

* Expérience mentale (invoque |'action en l'intériorisant
et en la détachant de sa réalisation sur un cas
particulier)



* lauteur classe les trois premier types dans les preuves
pragmatiques, la quatrieme marquant I'entrée dans les preuves
intellectuelles, dont la démonstration est en quelque sorte |la
forme achevée.

* lauteur introduit la notion de Calcul sur les énoncés pour
désigner des preuves d’éleves qui vont au-dela de lI'expérience
mentale mais ne peuvent pas étre reconnues comme des
démonstrations.

* Les preuves du type « exemple générique » permettent de
justifier de la généralité d’une assertion sur un cas particulier.
Elles sont a l'interface entre preuves pragmatiques et preuves
intellectuelles.



* Dans les phases de jeu, des régularités (des invariants)
apparaissent. Lorsqu’elles sont reconnues, elles permettent de
développer des méthodes pour faire tres rapidement les calculs.
Il s’agit de méthodes empiriques engagées dans l'action du jeu.

* La demande d’explicitation et de justification des méthodes
permet d’identifier des propriétés des listes d’entiers consécutifs
gui vont pouvoir étre engagées dans des preuves de types
exemples génériques.



EA2311 : attends ... (1l fait le calcul et compare avec le résultat d¢ja connu)
Oui! Ca marche ! On a une formule!
(Le controle est encore empirique. L’¢leve EA2311 a besoin de faire les
calculs pour verifier la validité de la formule)
EA2315 : voila la stratégie :

x10=

+45

(Le groupe prouve avec quelques exemples en notant le temps que cela leur
prend pour faire les calculs : 7 secs, 8 secs, etc.)

Extrait these Barallobres



EA2311 : 45 est la différence additionnée entre le premier nombre et les
autres...je ne sais pas comment le dire ... Mettons un exemple ...

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

EA2312 : entre le 25 etle 26 1l y a 1 de différence, donc, on va mettre le
1 au-dessous du 26
EA2311 : met une fleche
EA2312 écrit :
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
A R 2 T 2 S S
1+ 2+ 3+4+5+ 6+ 7+ 8+ 9=45
(les différences entre le premier et les autres
nombres)

EA2311 montre le texte au professeur qui I’approuve

Extrait These Barallobres



Exemple 2

Somme de p entiers consecutifs commencant a n

Trouver le plus
rapidement possible la
somme de p entiers
consécutifs
commencgant a n

VALIDER
Controler, élaborer des preuves

Manipuler passivement

Manipuler activement
EXPERIMENTER

FORMULER
des conjectures

Formuler sa/ses méthode(s)




Démonstrations dans les programmes du lycée : une
opportunité pour approfondir les notions en jeu

4 N
Raisonner’ [ Exemple 2 ] ,o'oiqiifgi"'i‘::t?
prouver, loHrlolJ‘rlol + Hlol¥iol
démontrer

ET JENEN
J'Ar«' VEUX povR
TouTJouRS PREVVE @uE
CEUX Qul

[ Exemple 1 J

RAiISON DiRAIENT LE

[ Conclusion ]
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