UN CHEMINEMENT EN PROBABILITES

Ce lexique répertorie, de facon non exhaustive cdesepts ou des notions
qui seront rencontrés dans le cadre de l'enseignedes probabilités en
Troisieme. Nous avons opté pour une classificatqpn respecte un

enchainement logique des notions les unes aveautess et qui, de ce fait,
n'est pas alphabétique.

Pour chaque entrée, selon les cas, nous avonsfirésm étymologie, son
utilisation dans le langage courant et dans leecé@tmathématique.

Des astérisques signalent dans le texte les difi&seentrées.
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Aléatoire vient du latinalea dé, jeu de dé, jeu de hasard, hasard
(Dictionnaire Gaffiot)

En langage courant, est diatoireun phénoméne considéré comme
relevant du hasard.

En mathématiques, le calcul de probabili@écoule de tentatives de
gestion de phénomeénakéatoireset on ne peut parler de probabilités
gue dans le cadre de tels phénomenes.

~~~Q0 ~~~

oOx>»wn>T

Le mothasarddérive de l'arabaz-zahr qui signifiejeu de dés

Dans le langage courant, les expressions empldgantot hasard
sont nombreuses et en révélent différentes aceeptiparmi
lesquelles : incertitude, danger, chance, malchanaecident,
coincidence, destin, absence d'anticipation, alsetintention...
C'est un hasard dont on subit les effets.

Certains courants de pensée mettent en doutedrgesdu hasard.
«Le hasard, ce sont les lois que nous ne connaissass, Emile
BOREL

«Le hasard n'existe pas, tout a une cause et ursomad'étre»,
Ostad EAHI

« Il n'y a pas de hasard, il n'y a que des rendezsveuPaul EUARD
«Partout ou le hasard semble jouer a la surfacesil toujours sous
I'empire de lois internes cachées, et il ne s'agite de les
découvrir.», Friedrich RIGELS

«Une chose n'est appelée contingente qu'en raisofindeffisance
de notre connaissance, Baruch 8INOzA

«Hasard est le nom que Dieu prend quand il ne vest gu'on le
reconnaisse», Albert ENSTEIN

Brigitte CHAPUT et Claudine ¥RGNE 1
Commission inter-IREMBtatistique et probabilités



Le hasard est nié dans la pensée déterministe pb@noméne a une
ou plusieurs causes provenant de phénoménes amériec'est
l'insuffisance de nos connaissances ou de notr@pauité a tenir
compte de multiples paramétres qui fait qu'un ph@re sera
qualifié d'aléatoire

En mathématiques, d'apres Dominique AHANIER-REUTER
(Conceptions du Hasard et enseignement des protebiliet
statistiques PUF, 1999), on peut distinguer aujourd'hui cing
conceptions du hasard.

Le hasard du tirage au sorevient objet d'étude au milieu ain ®
dans les travaux de Pascal et Fermat ; il a pablgme fondateur le
probleme des partis (posé pour la premiere foisléf4). Les
situations modélisées sont celles des jeux de thasast-a-dire des
phénomeénes aléatoiresliscrets pour lesquels on peut faire la
description exhaustive de tous les cas possilileshasard n'y est pas
défini, il est une des régles du jeu, il est mahitle a volonté. Le
cadre d'étude est larithmétique (dénombrement, bowtoire,
récurrence finie).

Les trois conceptions suivantdsagard béninhasard lentet hasard
sauvage ont pour cadre théorique l'analyse et font réféeeaux
théorémes limites
* les loisdes grands nombragui établissent la convergence en
loi de la moyenne d& variables indépendantes de méme
espérance mathématique ;
= le théoréme de la limite centrabpii établit la convergence en
loi de cette moyenne vers une loi normale lorsqeenl
variables ont de plus la méme variance.
Le recours aux outils de l'analyse permet d'étalds liens entre les
observations d'un phénoméne aléataiex niveaux microscopique et
macroscopique.

Le hasard bénininvoqué dans les travaux de Bernoulli (1713), De
Moivre (1733) et Laplace (1812), obéit a ces thda® limites. I
intervient au sein d'expériences aléatoineproductibles dans les
mémes conditions ; sur un nombre restreint d'é@gules résultats
peuvent sembler anarchiqgues mais si le nombre eléps devient
suffisamment grand, des régularités apparaissénpeimet une
appréhension déterministe du phénoméne aléataite niveau
macroscopique. Il va étre une aide, un outil damsdbmaine
scientifique. Il y a parfois intérét a interprétmrtains phénomeénes
aux conditions initiales trop complexes comme dégnpmeénes
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aléatoires de facon a utiliser la théorie des probabilitésirples
étudier.

Le hasard lenhommé ainsi par Mandelbrot (début®) concerne les
phénomeénes aléatoiregui obéissent aux théorémes limites mais de
facon si lente quils apportent peu de renseignésem niveau
macroscopique sur la connaissance globale du prérogatudié.

Le hasard sauvage'abord étudié par Lévy (1937) et Lorenz (1960),
concerne les phénoménes qui n'obéissent pas aarethés limites,
ceux dont I'espérance est infinie (processus decl@dwou ceux qui
sont trés sensibles aux conditions initiales contese phénomenes
boursiers, les turbulences, les phénoménes méb@ayaks, ceux qui
débouchent sur la théorie du chaos... Leurs fliicios sont
aléatoires sans étre bénignes. L’aléatoi@u niveau microscopique
perdure au niveau macroscopique.

Dans ces trois conceptions, le hasard n'est plugupeomme un
principe extérieur, une regle du jeu, mais comme caractéristique
des phénoménes observables que le mathématicierchehe
modéliser.

Le hasard formel étudié depuis les années 1960, a pour cadre
théorique la théorie de linformation. Le hasardiielet objet de
recherche. Le projet est d'étudier la structureerimg de suites
aléatoires (contingentes) et de mesurer la quantité de hagaedles
contiennent. On définit la complexité d’une suitemene la longueur
minimale en nombre de bits du programme dont I'eién produirait
cette suite et on dit qu'une suite est aléatairesa complexité est
"approximativement égale” a sa longueur. C'est dmaine des
paradoxes ; d’apres le théoreme de Godell, ilrepobssible d’exhiber
une suite aléatoire

On considére aujourd’hui que I'homme est incapdbleroduire par
lui-méme du hasard. La production de hasard passd'ytilisation
d'un générateur de hasard. Celui-ci peut étre jat abuel (piéce, dé,
urne...) utilisé en respectant un protocole expértaieadapté. Cela
peut étre aussi une fonctionnalité d'un instrunid@at (RANDOM des
calculatrices owLEA des tableurs) ; dans ce cas, les nombres fournis
sont pseudo-aléatoires : ils sont produits paratgsrithmes de facon
périodique avec des périodes extrémement longuaslételables a
notre échelle.

Souvent dans les énoncés d'exercices de mathémstitgpkpression
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consacréetirer un objet au hasardappelle comme interprétation
chaque objet & la méme probabilitétre choisi Ainsi le mothasard
est associé a de l'équiprobabilité, ce qui peustitoer un obstacle
didactique : on observe souvent des éléves qussdngé une liste
d'éventualités, attribuent & chacune la méme pititéab

Une expérience aléatoire@st un processus ol le hasairdervient
pour produire un résultat parmi d’autres possibles.
Dans la description d'une expérience aléatoirepeut distinguer
trois niveaux.

= Le premier niveau est celui deeXpérience réelle Par

exemple, on lance une piece de 1 € en l'air ethgeree son
comportement : la piece peut tomber sur le cot, Bill sur
le c6té Face, ou sur la tranche, ou rouler et seEensous un
meuble (auquel cas le jeu s'arréte), etc.; on pEesi
envisager de nombreux résultats de I'expérienceaicse
farfelus mais pas impossibles. Un autre exempleistna
lancer en l'air un dé cubique rouge et a obserar s
comportement : le dé peut retomber sur une defases, ou
cogner un obstacle et rester en équilibre sur wége gdé
casseé), ou se briser (cf. Ekeland), etc. ; la-aossipeut
envisager de nombreux résultats possibles.

» Le deuxieme niveau, celui dexpérience pseudo-concrete

est une premiere étape dans la simplification et la
modélisation de la réalité. Des objets qui prochtisdu
hasard, on ne retient que certaines propriétés. De la
multitude de résultats envisageables, on ne retjpatceux
qui sont considérés comme pertinents d'un pointvae
probabiliste et qui vont étre objet d'étude, onimésrprete en
termes d'issue

Par exemple, on lance en l'air une piéce (peu itapsa
valeur, sa matiere) et on observe ce qui arrivanP@aus les
résultats possibles cités ci-dessus, on ne rajigntes cas ou
elle montre Pile ou Face, situations que I'on prége en
termes d'issuéxodées "Pile" et "Face". De méme, on peut
lancer un dé cubique (peu importe sa matiére, skewq et
observer le nombre de points de la face supérielee.

résultaf e |estinterprété par l'issug, le résulta ® ol €St

interprété par l'issue, etc.
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» Le troisiéme niveau est celui daodélé mathématiqueles
objets, générateurs de hasarsbnt idéalisés la piéce est
équilibrée (qu'est-ce que cela veut dire ? unes tpiece
existe-t-elle ?)le dé est homogéne et régulier (un tel dé
existe-t-il ?). On introduit un ensembleéwkntualités
chacune étant affectée d'un nombre positif comgrise 0 et
1 (ces nombres doivent vérifier certaines propsiétgii
seront précisées plus loin). Ces éventualités septént en
général dans le modéle abstrait les issuessidérées dans
le modéle pseudo-concret. L'ensemble des éverndsiadist
appelé univers ou ensemble fondamentabu encore
référentiel il est notéQ ouE.

Par exemple, on peut modéliser le lancer d'uneepiéc
équilibrée, par le choix des éventualités P et Hgcane

affectée de%. Pour modéliser le lancer d'un dé cubique
régulier, on peut choisir comme ensemble d'éveitésal
{1,2,3,4,5,6} et affecter & chacune le nomlére

On parle d'une expérience aléatoire a plusiépreuvesquand la
réalisation de l'expérience comprend plusieursestaPar exemple,
"tirer & Pile ou Face, puis tirer un jeton dans wmee" est une
expérience aléatoire a deux épreuves.

Au moins par la pensée I'expérience aléatoireegsbductible dans
les mémes conditions. Elle est susceptible d'éteritt par un
protocole expérimentationt elle est indissociable.

~~~Q0 ~~~

Le protocole expérimentag¢st 'ensemble des instructions a suivre
pour pouvoir affirmer que I'on a réalisé I'expédenaléatoire I
doit :

= décrire clairement et avec précision les conditiote
réalisation de I'expérience de facon a la caraeeric'est ce
qui permet de "répéter l'expérience dans les mémes
conditions".

« présenter la liste des issuésonformément au programme de
Troisieme, on considere gque cette liste comportaambre
fini d'éléments).

Le respect du protocole garantit qu'une issilene expérience ne
peut étre ni prévue, ni calculée, ni influencéenotre échelle, elle
dépend du hasardC'est la reproductibilité du protocole qui permet

mrOoOOO0O—-40=x T
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de reproduire l'expérience ; c'est la non-prédliébdu résultat qui

confére a I'expérience son caractére aléatoire

~~~Q0 ~~~
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On parle dssue dans la représentation pseudo-concréte d'une
expérience aléatoirePar exemple, pour le jet d'un dé, les issues
retenues sont 1, 2, 3, 4, 5 et 6 (on exclut dé&gass
Lorsqu'on a répété une expérience aléatairéois, lesn résultats

interprétés en termes d'issues constituent un éttbande taillen.
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Le mot échantillonvient deeschandillon de scandaculuméchelle,

Dans le langage, le mot peut faire référence ataloréde mesure, a
une petite quantité d'une marchandise que I'on naqubur donner
une idée de l'ensemble ou encore a une fractiame daopulation
destinée a étre étudiée par sondage.

En mathématique, un échantillon de tailleest unn-uplet constitué

des issuesde nrépétitions indépendantes de la méme expérience
aléatoire (en toute rigueur, c'est umuplet de variables aléatoires).

Lesn valeurs constituent une série statistique.

~~~Q0 ~~~
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Distribution de fréquences sur un ensemble fini :

Issues

)

S

S

Pour un échantillon la distribution de fréquencesst la donnée des
issues et de leurs fréquences respectives.

Fréquence

5f;

f2
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fluctuation d'échantillonnage
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La démarche probabiliste passe par une modélisd@dexpérience

aléatoire qui débouche sur la définition d'un modelea donnée des
éventualités et de leurs probabilitésespectives constitue la
distribution de probabilitéassociée au modéle

Distribution de probabilité :

Eventualités| e, | & | ... | &
Probabilités| p, P2 | - | P

~~~Q0 ~~~
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A une expérience aléatoirpeuvent étre associés plusieurs modeéles,
plus ou moins pertinents ; un modéle pertinentesnhodele "assez"
simple pour permettre des calculs et leur expioitatt "assez" juste
pour étre en cohérence avec la réalité, c'estea-djue les
distributions de fréquencesbtenues pour des échantillods tailles
importantessont en général proches de la distribution degiitité

de ce modeéle.

Par exemple, dans le lancer d'une piece équiliboée pourrait
adopter la distribution de probabilité
Eventualité P F
Probabilité| 0,5001 0,4999

sans doute plugiste pour une piece plus creuse du coté Pile, mais
peu opératoire pour les calculs. De plus, ce modélmerait des
résultats tres peu différents de celui qui est eatisnnellement
adopté :

Eventualité P F
Probabilité 0,5 0,5

Il se peut que pour une expérience aléatoicemplexe, la
modélisation n'aille pas de soi et que le choixdoodéle pose
probleme. On peut alors confronter un modele qae pense
pertinent & la réalité en produisant un échantiltlegrandetaille et
en dressant la distribution de fréquence®ne trop grande
différence entre la distribution de fréquences la distribution de
probabilité pousse & mettre en doute la validité du modéldidan
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A défaut de réaliser concrétement une expérieriaite, on peut la
simuler, c'est-a-dire la remplacer par une autre expégiai&atoirea
laquelle est attaché un modeélde méme loi de probabilitéLes
résultats de l'expérience réalisée sont alors prég¥s en termes
dissues de |'expérience simulée & l'aide d'une corresparedad'un
codage.

Par exemple, pour simuler I'expérience "sexe aissance" dans une
population d'animaux comprenant autant de femgliesde méles, on
peut lancer une piéce et coder F prEMELLE, P pOoUMALE.

Pour simuler le tirage dans une urne qui comprejetch jaune et 2
jetons verts, on peut lancer un dé cubique et cbar2 par Jaune, 3,
4,5 et 6 par Vert.

On peut aussi utiliser un dé cubique pour simwetdncer d'un dé
tétraédrique équilibré" en codant : 1 par 1, 22)&@ par 3, 4 par 4, et
en considérant que 5 et 6 ne sont pas interprétéermes d'issuesle
I'expérience "lancer d'un dé tétraédrique"”.

On voit ainsi qu'un dé peut étre utilisé, suivast besoins, pogouer
au dé, ou pousimulerd'autres expériences aléatoires

A partir du générateur de nombres pseudo-aléatdites outil TIC
(RANDOM ou NbrAleat ou Ran# d'une calculatriceLEA() d'un
tableur) de tres nombreuses simulations sont dessib

Pour simuler une expérience aléatgiik est nécessaire de lui avoir
associé au préalable un modglsupposé pertinent. Pour certaines
expérience aléatoire (par exemple, le lancer dumaise), il n'est pas
possible de proposer un modéepriori.

~~~Q0 ~~~

“—zmZmzm< M

Le motévénemenprovient du verbe latinevenire(venir).

L'Académie Francaise indique I'orthographe « évémen» dans sa
troisieme édition (1740). En 1990, le rapport ses fectifications
orthographiques préconise I'orthogragh@&nemenafin de respecter
la prononciation ; I'ancienne accentuatiérénementeste tolérée.

Dans le langage courant, on rencontre le énénemenvec plusieurs
acceptions : résultat, fait important, soudain,riénp.

En mathématiquegvénemengst utilisé dans plusieurs contextes.

» Dans le cadre d'une expérience aléatoire* réatledvénement
est une assertion qui, au vu du résultat de |['éepes
aléatoire*, se révelera vraie ou fausse. Par exempolur le jet
d'un dé, on peut s'intéresser a I'événement "ka sapérieure
du dé montre un nombre pair".

Brigitte CHAPUT et Claudine ¥RGNE 8
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* Dans la représentation pseudo-concrete de l'exp&ei un
événement est un ensemble d'issyssssibles. Par exemple,
pour le jet d'un dé, I'événement "obtenir un nonme" est
{2,4,6}.

Une fois l'expérience réalisée, lissuebservée, si elle
appartient a cet ensemble, réalise cet évenement.

- Dans le modéle probabilisteun événement est un sous-
ensemble de I'ensemble E des éventualités.

Par exemple, pour le jet d'un dé équilibré, on pshadisir
E={1,2,3,4,5,6}et{2,4,6}estun évenement.

Vocabulaire, cas d'un espace probabilisé fini

Langage ensembliste Langage probabiliste Exemplget d'un dé
Ensemble Univers ou référentiel
E={1,2,3,4,5,6
E:{el!eZ!"'!er} E:{elana---aer} { }
Elément de Eg Eventualité g 3

{1;2; 3} est un événement
défini en extension.

A est un événement « Obtenir au plus 3 » est le
méme évenement défini en
compréhension.

A est une partie de E
AOE

Partie pleine E Evénement certain « Obtenir au plus 10 »

Singleton g} Evénement élémentaire {6} ou encore « Obtenir 6 »

Ensemble vide [J Evénement impossible |« Obtenir plus de 7 »

Réunion deA etB: AL B EvénementA ouB

Intersection dé etB : An B |EvénementA etB

Obtenlr un nombre impair p»

Ensembles disjoints Evénements incompatl F« Obtenir un multiple de @

Ensembles complémentaires - . . « Obtenir un nombre pair » €
Evénements contraires : ! .
dans E « Obtenir un nombre impair

M

Systeme complet

Partition de E A
d'évenements

~~~Q ~—~=~
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Une loi de probabilitéP sur l'univers fini E={e;, &, ..., &} est une
application définie sur 'ensemble des événemedésE, & valeurs
dans [0 1]. L'image pa® d'un événementA est la probabilité da,
notéeP(A).
La somme des probabilités de tous les événeméldsientaires de E
est égale a 1.
La probabilit¢ d'un événemenest la somme des probabilités des
événemenisélémentaires qui le constituent.
De fait, dans le cas ou E est fiRigst déterminée dés que l'on connait
les éventualités, et les probabilités correspondani§e}) - souvent
notées p; - c'est-a-dire des que l'on connait la distributide
probabilité.
En conséquence :

-P(E)=1

-PA)= X p

e A

m-H—r - wW>» @00 T

- Pour tout événemedt, d'événement contraifg P(A) = 1 - P(A).
- Si A etB sont incompatiblef2(A T B) = P(A) + P(B).

Aborder les probabilités par la notion de loi delqabilité permet de
relativiser les valeurs des probabilités élémeesaites unes par
rapport aux autres, il y a peu de sens a en défir@risolément.

Lorsque les événementsdémentaires ont la méme probabilité, égale a
1

Cardinal(E) on parle équiprobabilité La probabilité d'un évenement

Aest alors%%% Le calcul de probabilité se raméne dans ce seul

cas a du dénombrement.

~~~Q0 ~~~

Un arbre de choixest un schéma adapté a des situations ou plusieurs
choix doivent étre opérés et qui se construit papes.

Pour une étape, chaque option est matérialiséeoati diun trait
appelébranche: on obtient umceudde l'arbre. A partir de chaque
nceud d'une étape, on matérialise par de nouvelesles les options
possibles de I'étape suivante en tenant comptécsissaire des choix
effectués aux étapes précédentes. On appelle nomsdl'origine
commune des branches de la premiére étape.

En partant d'une branche de la premiére étape etudmnt une
branche de chacune des étapes suivantes pourradrive noeud

m>uw o >
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terminal, on parcourt uchemin A l'extrémité de chaque branche
terminale de l'arbre, on peut dresser la liste ajfgions du chemin
correspondant : on obtient par ce procédé le hibdraustif des cas
possibles qui peut donner lieu & du dénombrement, on peldes
d'arbre de dénombrement

Choisir un arbre comme support de raisonnemeneémed modéliser
une situation donnée par une succession d'étapesegsont pas
nécessairement liées a une temporalité.

Un arbre pondéréest une représentation adaptée aux expériences
aléatoiresa plusieurs épreuves.

Le programme de Troisieme limite |'étude au casel'expérience a
deux épreuves conduisant a un maximum de six issillesaborde
pas le cas de tirages successifs dans une urneqasans remise).
Dans ce contexte, un arbre pondéré se constrditex étapes.

Pour la premiére étape, on dispose d'un systémeplebm
d'événementsde l'univers attaché a la premiére expérience, les
événementssont matérialisés a 'extrémité de traits de mérgne,
appelésbranches on obtient desiceudsde I'arbre. Chaque branche
estpondéréepar la probabilitéde I'événementeprésenté.

Pour la deuxiéme étape, on dispose aussi d'unnsystomplet

d'événements de l'univers attaché a la secondeiexpé. A partir de

chaque nceud précédent, on matérialise par de hesMaianches

pondérées les événemerds la seconde expérience.

Remarquons que la somme des probabilitésr les branches
originaires d'un méme nceud est égale a 1.

Une branche de la premiere étape suivie d'une heade la seconde
constitue un chemin A l'extrémité d'un chemin, on obtient
I'événement conjonction des événementks chemin dont la

probabilité est le produit des probabilitgsondérant les branches.
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Le motpossiblevient du latin dgossibilis

Dans le langage courant, on utilise le mossiblepour exprimer ce
qui peut exister, ce que l'on faire, ce qui couastitine limite, ce qui
peut se réaliser ou étre vrai, ce qui est acceptabl

En philosophie, est possible ce qui n'est pas isiblas

En langage probabiliste, un événemasst dit impossible lorsqu'il est
vide (il ne peut pas étre réalisé). On ne parledffasgnement possible.
On utilisait ce mot dans deux expressions (viai)lie
= "'univers des possibles”, ou le mot désigne e ltun appelle
aujourd'hui les éventualités (cf. expérience aléaja
nombre de cas favorables

—. _a laquelle on préfére
nombre de cas possibles q P

au'ourd'hu‘cardinalm nombre d'éléments de A
J ‘cardinalQ) ~~ nombre d'éléments de E

= la formule

que l'on

eut I']Otel{:ﬂ
P HE

mrw—mnCcCX>»r o

Le motplausiblevient du latinplausibilis digne d'étre applaudi.

Dans le langage courant, plausible se dit d'unseth@une histoire,
d'une interprétation, d'une explication, d'une ercuui semblent
pouvoir étre admises ou tenues pour vraies. Caenvbie a la notion
de vrai ou de vraisemblable.

Il n'y a pas de définition mathématique de ce namiscline théorie.

mrw>»wOX T

Le motprobablevient du latin dgprobabilis, deprobare prouver.

Dans le langage courant, ggbbablece qui n'est pas contraire a la
raison, ce qui, sans étre certain, peut étre tenw prai plutbt que
pour faux, ce qu'il est raisonnable de conjecturer...

Il n'y a pas de définition mathématique de ce namiscline théorie.

~~~Q ~~~
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Le motchancedérive du latircadere tomber, choir. Awii ¢, chéance
désignait la maniere dont tombent les dés.

Dans le langage courant, le mot chance évoque anéne favorable
ou défavorable selon laquelle un événement se rddwpossibilité
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de se produire par hasard, un hasard heureux sartifavorable...

Des expressions courantes comritey"a de fortes chances que,
"quand on lance une piéce, il y a une chance sux dabtenir Pil&
renvoient & la notion de probabilité&uivant les cas, ce mot désigne
des issuésou cas possiblesune proportion, une grandeur, une
comparaison entre deux probabilités... (cf. l'artidle propos de
I'introduction aux probabilités en Troisieéu fait de sa polysémie,
c'est un terme a éviter en cours de mathématigliesployer
risquerait de plus de renvoyer I'éléve a la notlersort, favorable ou
défavorable, d'ou toute rationalité est exclue.
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